ViTTORIO £M. III 





BIBLIOTECA PROVINCIALE 



PalcUetto 





I 







Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE 


DESCRIPTIVE. 




i 


Digitized by Google 


s 

Cheü le clt 


E TROUVE A PARIS, 

>ycn OBELIANE, à l’École Polyteclinique , 
rue de rUniversité. 


Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE 


DESCRIPTIVE. 


'LEÇONS 

DONNÉES AUX ÉCOLES NORMALES, 
L’AN 3 DE LA RÉPUBLIQUE; 

Par Gaspard MONGE, de l’Institut national. 



« 

♦ 

PARIS, 

BAUDOUIN, Imprimeur du Corps législatif et de l’Institut 

national. 



Digitized by Google 


AVERTISSEMENT 


C« traité renferme une tliéorle complète delà partis de la géométrie 
qu’on a nommée Géométrie descriptive. Le citoyen G. Monge devoit en 
faire l’application aux constructions de la perspective linéaire , è la dé- 
termination des ombres dans les dessins , à la description des élémens des 
machines, etc. , ainsi que cela est annoncé dans le programme qui pré- 
cède cet écrit. Déjà il avoit fait graver les dessins qui servent maintenant 
de modèles aux élèves de l’école polytechnique pour l’étude de la coupe 
des pierres , de la charpente , de la perspective et des ombres ; mais les 
différentes missions qu’il a reçues du gouvernement , celle qu’il remplit 
maintenant en Egypte, l’ont empêché de terminer ce travail. 

On a pensé qu’il scroit utile de publier séparément la première partie 
de l’ouvrage ; elle pourra mettre le lecteur en état d’en faire lui-même 
les applications. 

Tour lire ce traité, il suffit de connoître la première partie de la géo- 
métrie élémentaire. 

.. n 
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ERRATA. 


Pag B 24 , troisième ligne , au Heu de ces mots sur la trace CH, lisez 
i ■ sur la trace CB. 

Page 4^ t Huitième ligne , au lieu du mot conro , lisez conçoit. 

Page 6a. , dernière ligne , au Heu du mot indénis , lisez indéfinis. 

Page 101 , n". 100 , ligne a3 , au lieu de cercle ddi , lisez cercle ee'h 
La lettre F employée dans ce numéro , correspond à la lettre de la 
fig. 42 . 

Numéros io4 — iio , les ligures désignées par les nombres 44 > 4-^ » 4^ 
correspondent sur les planches aux nombres 4 ^ , 44 > 4 ^* 


Digitized by Google 



P R O G R A . M* M E. 



Pour tirer la nation française de la dépendance où elle a été jus(|u’à 
présent de l’industrie étrangère , il faut , premièrement , diriger l’éduca- 
tion nationale ■vers la connoissance des objets qui exigent de l’exactitude, 
ce qui a été totalement négligé jusqu’à ce jour, et accoutumer les mains 
de n^s artistes au maniement des instrumens de tous les genres, qui 
serrent à porter la précision dans les travaux et à mesiu-er ses dill’érens 
degrés : alors les^ionsomrnateurs , devenus sensibles à l’exactitude , pour- 
ront l’exiger dans les divers ouvrages , y mettre le prix nécessaire ; et 
nos artistes, familiarisés avec elle dès l’âge le plus tendre , seront en 
état de l’atteindre. 

n faut , en second lieu , rendre popul.alrc la connoissance d’un grand 
nombre de phénomènes naturels , indispensable aux progrès de l’indus- 
trie , et profiter ÿ pour l’avancement de l’instruction générale de la na- 
tion , de cette circonstance heureuse dans laquelle elle se trouve , d’avoir 
à sa disposition les principales ressources qui lui sont nécessaires. 

Il faut enfin répandre parmi nos artistes la connoissance des procédés 
des arts , et celle des machines qui ont pour objet , ou de diminuer 
la main-d’œuvre , ou de' donner aux résultats des travaux plus d’uni- 
formité et plus de précision ; et à cet égard , U faut l’avouer , nous 
avons beaucoup à puiser chez les nations étrangères. 

On «e peut remplir toutes ces vues qu’en donnant à l’éducation na- 
tionale une direction ■ouvelle. ' 

C’est, d’abord, en familiarisant avec l’usage de la géométrie' des- 
criptive tous les jeunes geps qui ont de l’intelligence , tant ceux qui 
ont une fortune acquise , afin qu’un jour ils soient en état de fàire 
de leurs capitaux un emploi plus utile et pour eux et pour la nation , 

A 
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que ceux môme qui n’ont d’autre fortune que leur éducation, afin 
qu’ils puissent un joqr donner un plus grand prix à leur travail. 

Cet art a deux objets principaux. . , • 

Le premier est de représenter avec exactitude , sur des dessins qui 
n’ont que deux dimensions , les objets qui en ont trois , et qui sont 
susceptibles de définition rigoureuse. 

Sous ce point de vue , c'est une langue necessaire à l’homme de génie 
qui conçoit un projet, à ceux qui doivent en diriger l’exécution , et 
enfin aux artistes qui doivent eux - mêmes en exécuter les difi'éacntes 
parties. , 

Le second objet de la géométrie descriptive est de déduire de la des- 
cription exacte des corps tout ce qui suit nécessairement de leurs formes 
et de leurs positions respectives. Dans ce sens, c’est un moyen de recher- 
cher la vérité ; elle offre des exemples perpétuels du passage du connu 
à l’inconnu j et parce qu’elle est toujours appliquée à des objets sus- 
ceptibles de la plus grande évidence , il est nécessaire de la faire entrer 
dans le plan d’une éducation nationale. Elle est non-seulement propre 
à exercer les facultés intellectuelles d’un grand peuple , et à contri- 
buer par-là au perfectionnement de l’espèce humaine, mais encore elle 
est indispensable à tous les ouvriers dont le but est de donner aux 
corps certaines formes déterminées j et c’est principalement parce que 
les méthodes de cet art ont été jusqu’ici trop peu répandues , ou même 
presque entièrement négligées, que les progrès de notre industrie ont été 
si lents. 

On contribuera donc à donner à l’éducation nationale une direction 
avantageuse , en familiarisant nos jeunes artistes avec l’application de 
la géométrie descriptive aux constructions grapl^nes qui sont néces- 
saires au plus grand nombre des arts , et en luisant usage de cette 
géométrie pour la représentation et la détermination des élémens des 
machines , au moyen desqtielles l’homme , ^mettant à contribution les 
forces de la nature , ne se réserve , pour ainsi dire, dans ses opérations, 
d’autre travail que celui de son Intelligence. 
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Il n’est pas moins avantageux tic répamlre la connoissance des phéno- 
mènes de la nature , qu’on peut tourner au profit des arts. 

Le charme qui les accompagne pourra vaincre la réptignance que les 
hommes ont en général pour la contention d’esprit, et leur -faire trou- 
ver du plaisir dans l’exercice de leur intelligence , que presque tous 
regardent comme pénible et l'aslidieux. 

Ainsi il doit y avoir à l’école normale un cours de géométrie des- 
criptive. * ^ 

Mais comme nous n’avons siij cet art aucun ouvrage élémentaire bien 
fait , soit parce que jusqu’ici les savans y ont mis trop j>en d’intérêt , 
soit parce qu’jl n’a été pratiqué que d’une manière obscure par des 
citoyens dont l’éducation n’avoit pas été assez soignée , et qui ne sa- 
voient pas communiquer les résultats de leurs méditations , un cours 
sini])leinent oral serolt absolument sans efl'et. ^ 

Il est donc nécessaire pour' le cours de géométrie deserrntive , que la 
pratique et l’exécution soient-jointes à l’audition des méthodes. 

Ainsi cenx des citoyens <lont les études antérieures auroîcnt été diri- 
gées vers la géométrie, ou vers les antres sciences exactes , seront exercés 
dans des salles particulières aux constructions graphiques de la géo- 
métrie dcjcnptive. . 

Les deux parties de cet art ont des méthodes générales, avec lesquelles 
les citoyens se familiariseront par l’usage de la règle pt du compas , et 
sans lesquelle* il scroit difficile qu’ils sc missent en état de l’enseigner 
eux-mèmes. * 

Parmi les différentes applications que l’on peut faire de la méthode 
des projections , il y en a deux qui sont remarquables , et par leur gé- 
néralité , et par ce qu’elles ont d’ingénieux : ce sont les Constructions 
de la perspective , et la détermination wgoureusc des ombres dans les 
dessins. Ces deux .parties peuvent être considérées comme le complé- 
mciu dt l’art de décrirt^ les objets. On y exercera ces citoyens, parce 

A 2 
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qu’étant déclinés à enseigner un jour les procédés de la géométrie des- . 
criptive , il est nécessaire qu’ils en comioissent toutes les ressources. 

Ensuite on appliquera la métliode des projections aux constructions 
graphiques , nécessaires au plus grand nombre des arts-, tels que les 
traits de la coupe des pierres , ceux de la charpenterie , etc. 

Enfin le reste de la durée du cours sera employé , d’abord à la des- 
cription des élémens des machines, afin d’en étudier les formes et les 
effets , et ensuite à celle des •machines dont il est le plus important de 
répandre la connoi.ssance , soit epie les machines aient pour objet de 
donner au travail plus de précision et plus d’uniformité, 'soit qu’elles 
aient pottr but d’employer à la production d’mi certain travail les forces 
de la nature , et par li d’augmenter la ptdssance nationale. 


♦ 
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G É O M É T R I E 

• DESCRIPTIVE. 


I. 

» 

J. La géométrie descriptive a. Jeux objets : le premier, de donner 
les métho’Jes pour représenter sur une feuille de dessin (jui n’a (juc deux 
dimensions, savoir, longueur et largeur, tous les corps de la nature , 
qui eu ont trois , longueur , largeur et profondeur, pourvu néanmoins, 
que ces-corps puissent être définis rigoureusement. 

Le second objet est Je donner la manière de recorf||||tre d’après unef 
description exacte les formes des" corps , et d^i déuaire toutes les vé- 
rités qui résultent et de leur forme et de leurs pâmons respectives. 

Nous allons d’abord indiquer les procédés tju'unc longue expérience 
a fait. découvrir , pour remplir le premier de ces deux objets j nous don- 
nerons ensuite la manière de remplir le second. 

2. Les surfaces de tous les corps de la nature pouvant être consi- 
dérées comme composées de j)oints , le premier pas que nous allons faire 
dans cette matière doit être d’indiquer la manière dont on exprime la 
position d’un point dans l’espace. 

L’espace est sans limites ; toutes ses parties sont parfaitement sem- 
blables , elles n’ont rien qui les caractérise , et aucune d'elles ne peut 
servir de terme de comparaison pour indiquer la position d'un point. 

Ainsi , pour définir la position d’un point dans l’espace , il finit né- 
cessairement rapporter celte position à quelques autres objets , distincts 
des parties de l’espace qui les renferme, et qui soient eux- mêmes cou- 
nus de position , tant de cefui qui définit , que de celui qui veut entendre 
la iléfiiiitlon J et pour que le procédé puisse devenir lui -même d’uu 
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«sage facile et journalier , il faut que ces objets soient aussi simples qu’il 
est possible , et que leur position soit la jilus facile ù concevoir. 

3. Parmi tous les objets simples , nous allons rechercher quels sont ceux 
qui présentent plus de facilité pour la détermination de la position d’un 
point ; et parce que la géométrie n’offre rien de plus simple qu’un point, 
nous examinerons dans (picl genre de considérations on seroit entraîné, 
si , pour déterminer la position d’iui point , on le rapportoit ù un certain 
nomlire d’autres points dont la position seroit connue j enfin , pour mettre 
plus de clarté dans cette exposition , nous désignerons ces points connus 
par les lettres successives A , B’, C , etc. 

Supposons d’abord , que la définition de la position du* point com- 
porte qu’il soit à un mètre de distance du point connu A. 

Tout le monde sait que la propriété de la surface de la sphère est 
d’avoir tous ses points à égale distance de son centre. .Ainsi cette partie 
de la définition exprime que le point que l’on veut déterminer a la 
iaèaie propriété que tous ceux de la surlace d’une sphère dont le centre 
seroit au point et dont le rayon seroit un mètre. Mais les points de 
la surlace de lu^Phère sont les seuls dans tout l'espace qui aient cette 
propriété j car tous les|||^!ts de l’espace qui sont au-delà de cette sur- 
face par rapport au ccniite sont plus éloignés du centre que d’un mètre, 
et tous ceux qui sont entre cette surface et le dbntre sont au contraire 
moins éloignés du centre^ que d’nn mèii’e : donc tous les jft)liits de la 
surface de la sphère non.- seulement jouissent de la propriété énoncée 
dans la proposition , mais encore ils sont les seuls qui en jouissent; donc 
enfin cette proposition exprime épie le point cherché est un de ceux de • 
l.i smlace d’une sjdièrc dont le centre seroit an point A, et dont le rayon 
seroit un mètre. Par-là ce point est actuellement distinct d’une infi- 
nité d’autres placés dans l’espace ; mais il est éucore confondu avec tous 
ceux de la surface de la sphère , Il ^f’aut d’autres’comütions pour le recon- 
iioître parmi eux. 

Supposons ensuite que , d’après la définition de la position du point, 
il doive être à deux mètres de distance du second point connu B : il 
est évident qu’en raisonnant pour cette seconde condition comme pour 
la première , le point doit encore être un de ceux' de l.i surface d’une 
seconde sphère , dout le centre seroit au point 13 , et dont le rayon 
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• seroît deux mètres. Ce point, devant se trouver en même temps et sur 
la surface de la première sphère et sur celle de la deuxième , ne peut 
plus être confondu qu’avec ceux qui sont communs aux deux surfaces , 
et qui sont dans leur commune intersection : or , pour peu qu’on soit 
familiarise avec les considérations géométriques , on sait t|ue l’inter- 
section des surfaces de deux sphères est la circonférence d’un cercle , 
dont le centre est sur la droite qui joint ceux des deux sphères , et dont 
le plan est perpendiculaire à cette droite ; donc , en vertu des dertx con- 
ditions réunies , le point cherché est actuellement distinct de ceux qui 
sont sur les surfaces des deux splièrcs, et il ne peut plus être confondu 
qu’avec ceux de la circonférence du cercle , qui jouissent tons des deux 
conditions énoncées et qui en jouissent seuls. Il faut donc encore une 
troisième condition pour le distinguer. 

Supposons , enfin , que lo point doive se trouver à trois mètres de dis- 
tance d’un trolsièirie point C, connu. Cette troisième comlition le place 
panni tous ceux de la surface d’une troisième sphère , dont le centre 
seroit au point C , et dont le rayon serolt trois mètres. Et parce que 
nous avons vu qu’il doit être sur la circonférence d’un cercle connu de 
position, pour satisfaire en même 'temps aux trois conditions, il faut 
qu’il soit un des points communs et à la surface de la troisième sj)lière 
et à la circonférence du cercle : or on sait qu’une circonférence du cercle 
et la surface d’une sphère ne peuvent sc couper qu’en deux points j 
donc", en vertu des trois conditions , le point sc trouva distingué de tous 
ceux de l’espacé , et ne peut plus être que l’un de deux points déter- 
minés ; en sorte qu’en indiquant dé plus de quel cûté il est placé par 
rapport au plan qui passe parles trois centres , ce point est absolument 
déterminé, et ne peut plus être confondu avec aucun autre. 

On voit qu’en employant , pour déterminer la position d’un point 
dans l’espace, ses distances à -d’autres points connus, et dont le nombre 
est nécessairement trois, l’on est entraîné dans des considérations qui 
ne sont pas asse 7 . simples pour servir de base à des procédés d’un usage 
habituel. 

4. Recherchons actuellement quelles scroienl les considérations aux- 
quelles on seroit conduit , si , au lieu de rapporter la position d’un 
point i\ trois autres points connus , on le rapportoit à des droites don- 
nées de positlofi. 
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Nous ferons observer auparavant , qu’une ligne droite ne doit jaiîiaU 
ütre considérée comme terminée , et qu’elle peut toujours être indéii- 
niment prolongée dans l’un et dans l’autre sens. 

Tour simplilicr , nous nommerons successivement A, B,C, etc., les 
droites que nous serons obligés d’employer. 

Si de la défmilion de la position du j)oint il résulté qu’il doive se 
trouver , par exemple , à un mètre de distance de la première droite 
connue A , ou énonce que ce point est l’uu de ceux de la surface d’im 
cylindre à base circulaire, dont l’axe seroit la droite A , dont le rayon 
seroit un mètre , et qui seroit indéfiniment prolongé dans les deux 
sens de sa longueur ; car tous les points de cette surface jouissent de 
la propriété énoncée dans la dciinitioii , et sont les seuls qui en jouis- 
sent. Par-là , le point est di.stingiié de tous les points de l’espace qui 
sont en dehors de la surface cylindrique ; ü est pareillement distingué 
de tous ceux qui sont dans l’intérieur du cylindre | et il ne peut être 
confondu qu’avec ceux de la surface cylindrique , parmi lesquels on ne 
peut le distinguer qu’au moyen de conditions nouvelles. 

Supposons donc que le point cherché doive , en outre , être placé à' 
deux mètres de distance de la seconde ligne droite B ; on voit de mémo 
que par- là on place ce point sur la surface d’un second cylindre 'à 
hase circulaire , dont l’axe seroit la ligne droite B , et dont le rayon 
seroit deux mètres , inj^ls avec tous les points do laquelle il est confondu , 
si l’on ne considère que la seconde condition seule. En réunissant ces 
deux conditions , il doit donc se trouver en même temps et sur la 
premièru surface cylindrique , et sur la seconde : donc il ne peut être 
que l’un des points communs ù ces doux surfaces, c’est-à-dire , l’un de 
leur commune intersection. Cette ligne, sur laquelle doit sc trouver le 
point, participe de la courbure de la surface du premier cylindre, et 
de la courbure de celle du second ,.ct est , on général , du genre de celles 
qu’on appelle courbes à double courbure. 

Pour distinguer le point de tous ceux de cette ligne, il faut une troi- 
sième condition. • 

Su])posons enfin que la définition énonce que le point demandé doive 
encore être à trois inèlres de distance d’une troisième ligne droite C. 

Cette nouvelle condition exprime qu’il e.st un de ceux de la surface 
d’un Iroisiètne cylindre à base circulaire , dont la troisième ligne droite 

. . 0 
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C seroit l’axe , et qtiî auroit trois mètres de rayon : donc , en réunis'ant 
les trois conditions , le point cherclié ne peut plus être qu’un de ceux 
qui sont coiuinuns , et à la troisième surface cylindrique, et à la couiljc 
à douldc courbure , intersection des deux premières. Or oette courbe 
peut en général être couj)ée par la troisième surface cylindrique en huit 
points ; donc les trois conditions réduisent le point clicrclié à être l’im 
de huit points déterminés , et parmi lesquels on ne peut le distinguer 
que par quelques conditions particulières du genre de celles dont nous 
avons donné un exemple dans le cas des points. 

On voit «pie les considérations auxquelles on est conduit pour déter- 
miner la position d’un point dans l’espace par la coniioissance do scs 
distances à trois lignes droites connues , sont encore bien moins simples 
que celles auxquelles donnent lieu ses distances à trois points , et qu’ainsi 
elles peuvent encore moins servir de base à des méthodes qui doivent 
être d'un service fréquent. , 

5. Parmi les objets simples que la géométrie considère, il faut remar- 
quer principalement , i“. le point qui ii’a aucune dimension j a", la ligne 
droite qui n’en a qu’une ; 3“. le plan ()ui en a deux. Recherchons s’il 
ne seroit pas pln.s simple de détenninor la position d’un point par la 
connoissance de ses distances à des plans connus , qu’il ne l’est d’em- 
ployer ses distances à des points ou à des lignes droites. 

Supposons donc qu’il y ait dans l’espace , des plans non parallèles , 
connus de ptfeiüon , et que nous désignerons successivement par les 
lettres A , B , C , D , etc. 

.Si , d’après la déiinition de la position du point , il doit être , par 
exemple , à un mètre de distance du premier plan A , sans qu’il soit 
exprimé de quel cflté il doit être placé par rapport ù ce jilan , on énonce 
qtr’il est un de ceux de deux plans parallèles au plan A , placés l’un 
d’un côté de ce plan , l’autre de l’autre , et toits deux à un mètre de 
distance du premier ; car tous les points de ces^deux plans parallèles 
satisl'ont à la condition exprimée , et sont , de tous ceux de l'espace , 
les seuls ipd y satisfassent. 

four distinguer , parmi tous les points de ces deux plans , celui dont 
on veut définir la position , il faut donc encore avoir recours à d autres 
conditions. - 
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Supposons, en secoml lieu, fjiie le point clierclié doive être à deux mètres 
de distance du second plan }J : p;u:-là on le j)lacc sur deux plans pa- 
rallèles au plan B , tous deux à deux mètres de distance de ce plan , 
l’un d’un côté , l’autre de l’autre. Pour satisfaire en même temps aux 
deux conditions, il l'uut donc qu’il se trouve , et sur l’iiii des deux plans 
parallèles an plan A , et sur l’un des deux jslaiis juirallèles au plan B ; et par 
conséquent , qu’il soit l’un des points de la commune intersection de ces 
quatre plans. Or , la commune intersection de quatre plansparallèlesdcux 
à deux , et de position connue , est l’asseml)la{>e de quatre lignes droites 
également connues de position ; donc , en considérant eu même temps ces 
deux conditions , le jmint n’est plus confondu avec tous ceux de l’espace , 
ni môme avec tous ceux de quatre plans , mais seulement avec ceux de 
quatre lignes droites. lailiu , si le*poiiit doit être aussi à trois mètres de 
distance du troisième [d.m C , ou exprime qu’il doit être l’un de ceux 
de deux autres plans parallèles au, plan C , et placés Je part et d’autre, 
par rapport à lui , à trois mètres do distance. Ainsi , en vertu des trois 
conditions , il doit ôtrer en môme temps , et sur l’un des deux derniers 
plans , et sur l’une des quatre lignes droites , intersections des quatre 
premiers plans : il ne peut donc ûtre <pie l’un des points comiauns et à 
l’un de CCS Jetix plans et à l’une des (fuatre droites. Or, chacun des Jeux 
plans ayant un point commun avec chacune des quatre lignes droites , 
il y^a huit points dans l’e.spacc (jui satisfont à la Ibis aux trois condi- 
tions : donc, par ces trois conditions réunies, le point demandé ne 
peut plus être que l’un des huit ])oints déterminés, et parmi lesrpicls 
on ne peut le distinguer qu’au moyen de quelques conditions particu- 
lières. 

Par exemple , .si , en indiquant la distance au premier plan A , on 
exprime aussi dans quel sens , par rapport à ce plan , la distance doit 
être prise 5 au lieu de deux plans pamllèles au plan A , il n’y en a plus 
qu’un ([u’il faille considérer , c’est celui qui est placé par rapport à lui, 
du côté vers lequel la distance doit être mesurée. Do même , si on 
indique dan.s quel sens , par rapport au second plan , la distance doit 
être prise, on e.xclut la considération d’un des deux plans parallèles 
an second j et il n’y en a jdtis qu’un dont tous les points satisfassent à^la 
seconde condition ; et eu réunissant ces conditions , le point ne peut plus 
être sur les quatre drdites d’intersection de quati'C plans parallèles deux 
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à deux , mais seulement sur rintersc-clioii de deux plans , c'tU à-dire,' 
sur une ligue droite connue de position. Enün , si l’on indique aussi 
de quel côté le point doit Cire placé par rapport au troi.sié;ne |;]aii , 
de deux pl.ans pandlèles au troisième il n’y en aura plus qu’un dont 
tous les points satislassent à la dernière conditiou ; e1 pour satLsliiire 
en niCrnc temps à ces trois conditions, le point devra se trouver u l’in», 
tersection de ce troisième plan avec la dioite unique, intcrseciiûu de» 
deux premiers. 11 ne pourra donc jdus être confondu avec aucun autre 
dans l’e.space , et il sera par conséquent entièrement déterminé. 

On voit donc que» quoique , par rapport au nomijre de ses dimensions , 
le plan .soit un objet moins simple que la ligne droite qui n’en a qu’une, 
et que le point qui n’en a pas , il présente cependant plus de facilité 
que le point et la ligne droite jiour la détermination d’un peint dans 
l'espace : c’est ce procédé que l’on emploie ordinairement dans l’appli- 
cation de l’algèbre à la géôiuéti ie , où , pour chercher la position d’un 
point , on a coutume de chercher scs distances à- trois plans connus de 
position. 

Mais diuis la géométrie descriptive , qui a été pratiquée depuis beau- * 
coup plus long - temps par un beaucoup plus grand nombre d’homme» , 
et par dos hommes dont le temps étoit précieux, le.s procédé.» se sont^ 
encore simplifiés ; et au lieu de la considération de trois plans , on est 
parvenu , au moyen des projections , à n’avoir plus besoin explicitement 
que de celle de deux. 


6. On appelle projection d’un jjoint sur un plan le pied de la per- 
pcndiculaire abai.ssée du point sur le plan. 

Cela posé, si l’on a deux plans connus de position dans l’c.sp.ace , et 
si l’on doTin* sur chacun de ces plans, la projection du point dont on 
veut définir la position , ce point sera parfaitement déterminé. 

En cHet , si par la projection sur le premier plan on conçoit une 
perpendiculaire à ce plan, il est évident qu’elle, passera par le point 
défini ; de même si , par sa projection sur le second phfn , on conçoit une 
perpendiculaire sur ce plan , clic passera de même par le point défini : 
donc ce point sera en môme temps sur deux lignes droites connues de 
position dans l’e.space ; donc il sera le point unique de leur intersection j 
donc enfin il sera parfaitement déterminé, 

B a 
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Durs les paragraphes suivans , on indiquera les moyens do rendre ce 
procédé d’un «sage facile , et de natiuc à être employé sur une seule 
feuille de dessin. 

7. Fig. i. Si", de tous les points d’une ligne droite indélinie AB, 
placée d’une manière quelconque dans l'espace , on conçoit des perpeu- 
diculalrcs abaissées sur un plan LMKÜ, donné de position , tous les 
points de rencontre de ces perpendiculaires avec le plan seront dans 
une autre ligne droite indélinie a ô-, car clics seront toutes comprises 
dans le plan mené par AB pcrpendiculaireuicnt au plan LMNO, et 
elles ne pourront iencontrer ce dernier que dans l’interscction-commune 
de deux plans , qui , comme ou sait , est une ligne droite. 

La droite a b , qui j>asse ainsi par les projections de tous les points 
d’une antre droite A B sur un plan LltlXO, est ce qu’on appelle la 
projection de la ihoite A B sur ce plan. 

Conimc deux points sullisent pour dé-termincr la position d’une ligne 
droite ; pour construire la projection d’ttne droite , il sufHt de construire 
•celles des deux de ses points , et la droite menée parles projections de 
ces points sera la projection demandée. 

Il suit de là que , si la. droite proposée est elle-même perpendiculaire 
au plan de projection , s.à projection se réduira à un seul point, qui 
sera celui de sa rencontre avec le plan. 

Fig. a. Étant données sur deux plans non parallèles LMNO, LMPQ, 
les projections a b , a b' , d’une même droite indéfinie A B , cette droite 
est déterminée : car , si par l’une des projections a b l’on conçoit un 
jrlan peqrcndiculuire à LMNO, ce plan , connu de position , pas.sera 
nécessairement par la droite A B ; de même , si par l’autre projection a b' 
on conçoit un plan perpendiculaire à L M P Q , ce plan , cAiiiu de posi- 
tion , passera par la droite A B. La position de cette droite , qui se trouve 
en même temps sur deux plans connus, et par conséquent à leur coni- 
"nninc intersection , est donc absolument déterminée. 

8. Ce que nous venons de dire est indépendant de la position des plans 
de projections , et a lieu également , quel que soit l’angle que ces deux 
plans lassent entre eux. Mais si l’angle que forment les deux plans de pro- 
jections est trèsrübtus , l’angle que forment entre etvx ceux qui leur sont 
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prpeiu11o.ilalies , est très-aîgu ; et ilaiis la pratique , de petites erreurs 
pourroient en apporter de très - grandes dans la détermination de la 
]>osition de la droite. Pour éviter cette catise d’inexactitude , à moins 
«jii’on n’en soit détourné par (piclques considérations qui présentent de 
plus grandes lacilites , on lait toujours en sorte que les plans de pro- 
jections soient perpendiculaires entre eux. De plus , comme la j)lupart 
des artistes qui font usage de la méthode des projections sont tres- 
lannlîarîscs avec la position d’un plan hoi'Izontol ct^la direction du lil 
à plomh , ils ont coutume de supposer que , des deux plans de projec- 
tions , l’un soit horizontal et l’autre vertical. 

La nécessité de l'aire en sbrte que dans les dessins les deux projections 
soient sur une même l'euille , et qne dans les opérations en grand elles 
soient sur une môme aire , a encore déterminé les art'istes à concevoir 
que le plan vertical ait tourné autour de son intersection avec le plan 
horizontal , comme charnière , pour s’abattre sur le plan horLzontal , et 
ne former avec lui qu’un seul et môme plan , et à construire leurs pro- 
jections dans cet état. 

Ainsi la piojection verticale est toujours tracée de fait sur un plan 
horizontal , et il faut perpétuellement concevoir qu’elle soit dressée et 
remise en place-, au moyen d’un quart de révolution autour de l’inter* 
section du plan horizontal avec le plan vertical. Pour cela , U faut que 
cette intersection soit tracée d'une manière très-visible sur le dessin. 

Ainsi , dans la ^g. z , la projection a' b' de la droite A 6 ne s’exé- 
cute pas sur un plan qui soit réellement vertical : on conçoit que ce plan 
ait tourné autour de la droite LM pour s’appliquer en L M P' Q' ; et 
C’est dans cette position du plan qu’on exécute la projection verti- 
cale a h' . 

Indépendamment des facilités d’exécution qne présente cette disposi- 
tion , elle a encore l’avantage d’abréger le travail, des projections. En 
eflct , .supposons que les points d, d , soient les projections liorizontales 
et verticales du point A , le plan mené par les droites A a , An' sera 
en môme temps perpendiculaire aux deux plans de projection, puisqu’il 
p.assc par des droites qui leur sont perpendiculaires ; il sera donc aussi 
perpendiculaire à leur commune intersection L M ; et les droites a C, 
d C, suivant lesquelles ils coupent ces deux plans., seront elles-mêmes 
perpendiculaires ’ à L M. 
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Or, lors(|nc le plan vertical tourne autour Je L M comme cliamière , 
la droite a C ne cesse pas , dans ce niouvcmrnt , d'ôtre perpendicu- 
laire à LM ; et elle lui est encore perjicndiculaire , lorstpic le plan vrf- 
tical étant abattu , elle a pri»la position C à'. Donc les deux droites 
aC, C a' , passant toutes deux par le point C, et étant toutes deux 
perpendiculaires îi LM, sont dans le prolongement Tune de l’autre; il 
en est de même des droites AD, DA", par rajiport à tout autre point 
comme B. D’où il suit (|tie , si on a la projection horizontale d’un point, 
la projection de ce même point sur le plan vertical supposé aliatlu 
sera dans la droite , menée par la projection horizontale perpendicu- 
lairement à l’intersection LM des deux plans de projection , ct^ccipro- 
quement. 

Ce résultat est d’un usage très-lréqucnt dans la pratique. 


9. Jusqu’à présent nous’ avons regarde' la ligne droite AB a ) 

coiiyne indéfinie , et alors nous n’avions i. nous ocaiper que de .sa direc- 
tion : mais il peut se faire que cette droite soit considérée comme ter- 
minée par deux do ses points A , B ; et alors on peut de plus avoir 
besoin de connohre ëa grandeur. Nous allons voir comment on peut la 
déduire de la cpnnoissancc de ses deux projections. 

I.orsqù’une droite est parallèle à un des deux plans sur Ic.squels elle 
est projetée , sa longueur est cg.'dc à celle de sa projection sur ce 
plan ; car là droltc'ét sa projection , étant toutes deux terminées à deux 
pci-pendicii^ aires an plan de projection , .sont parallèles entre elles , et 
comprises entre parallèles. Ainsi , dans ce cas particulier , la projection 
étant donnée , la longueur de la droite qui lui est égale est aussi 
donnée. 

On est assuré qti’unc droite est parallèle à un des deux plans de pro- 
jection , lorstjue sa projection sur l’autre est parallèle au premier de 
scs plans. 

Si la droite est en même temps oblique aux deux plans, sa longueur 
est plus grande que celle de chacune de scs projections ; mais elle peut 
en être déduite par \inc construction très-simple. 

Fig. a. Soit A B la ligne droite , dont les deux projections a b, a A' 
en soient données, et dont il faille trouver la longueur ; si par une de scs 
extrémités A , et dans le plan vertical qui passe par la droite , on cpn- 
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roît une horkiirilalo A E, prolonge jiiirju’à ce <j n’ellc rciicoiUre en £ 
1.1 vertlc.ilc abaissée par l’autre extrémité , on Ibnuera un . triangle rec- 
tangle A£Q, qu’il s'agit de construire pour jiyoir la longueur do a 
droite AB, qui en est l’hypoténuse. Or, dans ce triangle, indépci - 
damuient de l’angle droit, on connoît le cdté AE, qui est égal à la 
projection donnée a b. De plus , si dans le plan vertical on mène par le 
point d une horizontale de, qui sera la projection de A E , elle cou • 
pera la verticale b' D , en un point e , qui sera la projection du point 
E. Ainsi // 1» sera la projection verticale de BE, et sera j)ar consoqdent 
de même longueur qu’elle. Donc , cpnnoissant les deux côtés de l'aiiglo 
droit , il Sera iacile de construire le triangle , dont l'hypoténuse don- 
nera la lorgueur de A B. 

Laboure X, étant en perspective, n’a aucun rapport avec les cons- 
tructions dé la méthode des projections : nous allons donner ici l,a 
construction de cette première question dans toute sa simplicité. 

l'i'g- 3. La droite LAI étant supposée l’imersection des deux pl.ona 
de projections , et les droites ab , 'd b" étant les projections données 
d’une ligne droite} pour trouver la longueur de cette droite par le point 
d‘, on mènera l’horizontale indélinie 11 <^, qui coupera la droite b U' en 
un point e, et sur laquelle, à partir de ce point, on portera aô de 
e en H. On mènera l’hypoténuse \lb", et la longueur de cette hypo- 
ténuse sera celle de la droite demandée. 

Comhic les deux plans de projections sont rectangulaires , l’opération 
que l’on vient de l'aire sur un de ces plans pouvoit être faite sur l’autre, 
et auroit donné le :iième résultat. - 

D’après ce qui précède, on v«*it que si l'on a les deux projections 
d’un coqis terminé par des faces planes, par des arêtes rectilignes, et 
par des sommets d’angles solides, projections (pu se réduisent aux sys- 
tèmes de celles des arêtes reciUigiies , il sera facile d’eii conclure la 
longueur de telle de scs dimensious qu’on voudra : car , ou cette dimension 
sera parallèle à un des deux plans de projections, ou elle se*a en même 
temps oblique aux deux } dans le premier cas , la longueur demandée 
de la dimension sera égale à sa projection } dans le second, on la déduira 
de ses deux projections par le procédé que nous venons do décrire. 


10. Ce seroit ici le lieu d’indiquer la manière dont se construisent 
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les projections des solides termines par des plans et des arêtes recti- 
lignes J mois il n'y a pour cette opération aucune règle générale : on 
sent en effet que, selon la manière dont la position des sommets des 
angles d’nn solide est définie, la construction de leurs projections peut 
être plus ou moins facile , et que la nature de l’opération doit dépendre 
de celle de la définition. Il en est précisément de cet objet comme 
de l’algèbre, dans laquelle il n’y a aucmi procédé général pour mettre 
uii problème en équations. Dans chaque cas jiurticulicr , la marche <lé- 
pcild de la manière dont la. relation entre les quantités données et celles 
qui sont inconnues est exprimée ; et ce n’est que par des exemples 
variés que l’on peut accoutumer les counuençans à saisir ces relations 
et à les écrire par des équations. Il en est de même pour_ la géométrie 
descriptive. Ce sera par des exemples nombreux et par l’usage de la règle 
et du compas dans nos salles d’e'xcrcicÆ , que nous acquerrons l’habi- 
tude des constructions , et que nous nous accoutumerons au choix des 
rnéthodes les plus simples et les plus élégantes dans chaque cas parti- 
lier. Mais aussi , de même <|u’en Riialyse , lor.squ’un ])robIème est mis 
en équation , il existe des procédés pour traiter ces équations ct^ pour 
en déduü'e les valeurs de chaque inconnue j de même aussi, dans In géo- 
piétrie descriptive , lorsque les projections sont faites , il existe des mé- 
thodes générales pour construire tout ce qui résulte de la forme et de 
la position respective des corps. 

Ce n’est pa$ sans objet que nous comparons ici la géométrie ilescrip- 
tive à l’algèbre ; ces deux sciences ont les rapports les plus intimes. Il 
n’y a aucune construction de géoin/tric descriptive qui ne puisse être 
traduite en analyse ; et lorsfiuc les questions ne comportent pas plus de 
trois inconnues , chaque opération analytique peut être regardée comme 
l’écriture d’un spectacle en géométrie. 

Il seroit à désirer que .ces deux sciences fussent cultivées ensemble: 
la géométrie descriptive porterolt dans les opérations analytiques les 
plus complÿjuces l’évidence qui est son caractère , et, à son tour, l’analyse 
porleroit dans la géométrie la généralité qui lui est propre. 

ji. La convention qui sert de base à la méthode des projections 
/est propre à exprimer la position d’un point dans l’espace , à exprimer 

celle 
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celle J’une liî^e droite indéfinie ou terminée , et par ■coiiséinicnt à vepré- 
séliier la l'orme et la position d’un corps terminé par des faces planes, 
par des arétt-'s rectilignes et paj des sommets d'anj»les solides , parce 
que, dans ce cas , le corps est entièrement connu , quand on connoît la « 
position dê tontes ses arêtes et celle des sommets de tous scs angles. 
Mais si le corps ctoit terminé, ou par une surface courhe unique, et 
dont tous les j)oints* fussent assujettis ?i une même loi , comme dans le 
cas de la sphère , ou par l’assemblage discontinu de ]ilusieurs parties 
de surfaces courbes dil’féfentes , comme dans le cas d’un corps l’abonné 
sur le tour ; cette convention non - seulement seroit incommode , im- 
praticable , et n’auroit pas l’avantage de faire image , mais encore elle 
in.uiqucroit de fécoiiditq et elle seroit insufiisatite. 

D’abord il est facile de voir que la convention fjuc nous aA'ons faite 
seroit incommode et même impraticable , si elle étoit seule : car pour 
exprimer la position de tous les points d’une surface courbe , il lùudroit 
non-seulement que chacun d’eux fût brdiqué par sa projection horizon- 
tale et par sa projection verticale ; mais encore que les deux projec- 
tions d’un même point fussent liées entre elles , afin qu’on ne lût pas 
exposé û combiner la projection horizontale d’un certain point avec 
la projection verticale d’un autre ; et la manière la plus simple de lier 
entre elles ces deux projections étant de les joindre par une même droite 
■ perpendiculaire à la ligne d’intersection des deux plans de projections , 
on surchargeroit les dessins d’un nombre prodigieux de lignes, qui y jet- 
teroient une confusion d'autant plus grande , qu’on voudroit approcher 
davantage (le l’exactitude. Nous allons liiire voir ensuite que cette mé- 
thode seroit iusuffisante , et (ju’elle manqiierolt de la fécondité néces- 
saire. 

Parmi le nombre infini de surfaces courbes différentes , il en existe • 
quclques-mies qui ne s’étendent que dans une partie finie et c'ircons- 
critc de l’espace , et dont les projections ont une étendue limitée dans 
toutes les directions; celle de la sphère, par exemple, est dans ce cas. ^ 
L’étendue de sa projection sur un plan se réduit û celle d’un cercle de 
même rayon que la sphère ; et on peut concev'oir que le plan sur lequel 
on doit en faire la projection , ait des dimensions assez grandes pour la 
recevoir. IVlais toutes les surfaces cylindriques sont indéfinies dons une 
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certaine direction , comme la droite qui leur sert de génératrice. Le 
plan lui-méme, qui est la plus sini|)le des surl’accs , est indéfini clins 
deux sens. Enfin il existe un grand nogibre de surfaces dont les nappes 
• multipliées s’étendent en môme temps dans toutes les régions de l’e.space. 
Or , les plans sur lesquels on exécute les projections ont nédessaireinent 
une étendue limitée. Si donc on n’avoit d’autre moyen pour faire cou- 
noître la nature d’une surface courbe , que les deiix projections de cha- 
cun des points par lesquels elle passe , ce moyen ne serolt applicable 
qu’à* ceux des points de la surface qui correspond roient à l’étendue 
des plans de projections ; ' tous ceux qui seroient au-delà ne poun oient 
être ni exprimés ni connus : ainsi la méthode seroit insuflisante. Enfin 
elle manqueroit de fécondité , p.arcc qu’on ne ^ourroit en déduire rien 
de ce qui serolt relatif aux plans tangens de la siu-face , à scs normales, 
à ses deux courbures en chaque point, à scs lignes d’inflexion, à ses 
arêtes 'de rebrouscinent, à ses lignes multiples , à ses points multiples, 
à toutes les affections enfin tpi’il est nécessaire de considérer , dès qu’on 
veut opérer sur une surface courbe. 

Il a donc fallu avoir recours à une convention nouvelle qui fàt com- 
patible avec la première , et qui pût la suppléer par - tout où elle 
auroit été insuflisante. C’est cette convention nouvelle .que nous allons 
e.xposer. 

la. Il n’y a aucune surface courbe qui ne puisse être fcgardée comme 
engendrée par le mouvement d’une ligne courbe, ou constante de forme 
lorsqu’elle change de position , ou variable en même temps et de forme 
et de position dans l'espace. Comme cette proposition pourrolt être 
difficile à comprendre à cause de sa généralité , nous allons l’expliquer 
* sur quelques-uns des exemples avec lesquels nous sommes déjà familiarisés. 

Les surfaces cylindriques peuvent être engendrées de deux manières 
principales, ou parle inouvemont d’une ligne droite qui reste toujours 
^parallèle à une droite donnée pendant qu’elle se meut, en s’appuyant , 
toujours sur une courbe donnée , ou par le mouvement de la com be qui 
servolt de conductrice dgns le premier cas , et qui se meut de manière 
que , s’appuyant toujours par le même point sur nne droite üonncc , 
tous ses autres points décrivent des lignes parallèles à cette droite. Dans 
l’unê et l’autre de ces deux générations , la 'ligne génératrice , qui est 
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nne droite dans le premier cas, et une courbe quelconque dans le second , 
est constante dé forme ? elle ne lait que chan«er de position dans 
l'eSJîace. 

Les surfaces coniques ont de même deux générations principales. 

On peut'd’abord les regarder comme engendrées ]>ar uue droite indé- • 
finie qui, étant assujettie à passer toujours par ua yminl doui^é, se meut '' 
de manière qu’elle s’appuie constamment sur* une courl)e donnée qui 
la dirige dans son inouveinent. Le point unique par lequel passe toujours 
la droite est le centre de la surface; c’est improprement <ju’on lui a 
donné le nom de scuiniet. Dans cette génériltioii,: ladigne^génératrice 
est encore constante de forme ; elle ne cetse jamais d'ètre une ligiio 
droite. 

On peut ensuite engendrer les surlaces coniques d’une autre manière , 
que , pour plus de simplicité , nous n’applMjucroits ici qu’au cas de celles 
qui sont à bases circulaire^ Les siurfaces jieuvcnt être regardées comme 
parcourues par la circonférence d’un cercle qui se pieut de manière 
.'que son plan restant toujours parallèle à lui*môme , et son centre se 
' trouvant toujours sur la droite dirigée au sommet , son rayon dans 
chaque instant du niouvCincnt soit proportionnel à la distance de .son 
. contre au sommet. Ou volt que si , dans son mouvement , le jilan du 
cercle tend à s’approcher du sommet de la surl’ace , le rayon du cercle 
décroîli, pour devenir nul lorsque le plan* passe par le somirifct , et que 
ce rayon change de sens pour croître ensuite iiulcliniment , lorsejue le 
plan , après avoir passé par le sommet, s’en écarte de plus en plus. Dans 
cette .seconde génération , non seulement la circonférence du cercle, qui 
est la courbe génératrice , change de position ; elle change encore de 
forme à chaque instant de son mouvement, puisqu’elle. change de rayon , 
et par conséquent de courbure et d’étendue. 

^ Citons enfin un troisième exemple. 

Dno surface de révolution peut être engendrée par le mouvement d’une 
courbe plane qui tourfte autour d’une ligne droite placée d’une manière 
quelconque dans son plan. Dans cette manière de la, considérer, sa 
courbe génératrice est constante de forme ; elle est seulement variable 
de position. Mais aussi on peut la regar<Ier comme engendrée par la 
circonférence d’un cercle qui se meut de manière que son centre étant 
toujours sur l’axe , et son plan étant toujoms ^î^rpcncliculaire à eut 
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axe, son rayon soit à cliaqne instant énal à, la ilistance du point où 
le plan du cercle coupe l’axe , à celui où il coupe lûie courLe quel- 
conque donnée dans l’espace. Aloi's la courbe génératrice cliangc*cn 
même temps et de l’orine et de position. 

• Ces trois exemples doivent suiiirc pour l'aire comprendre que toutes 
les surf'ace^courbes peuvent être engendrées par le mouvement de certaines 
lignes courbes , et qu’il u’y en a aucune dont la forme et la position ne 
puissent être entièrement déterminées par la définition exacte et complète 
de sa génération. C’est cette nouvelle considération qui forme le complé- 
ment de la’ méthode des y>rojcctions. Nous aurons souvent occasion , 
]iar la suite, de nous assurer et de .sa simplicité et de sa fécondité. 

Ce n’est donc pas en donnant les projections des points individuels 
])ar lesquels passe une surface courlte , que l’on en détermine la forme 
et la position , mais en mettant à portée de construire pour un point 
quelconque la courbe génératrice , suivant la/orine et la position qu’elle 
doit avoir en payant par ce point. Sur quoi il faut observer,- i». que 
chaque surface courbe pouvanfêtre engendrée d’iu» nombre infini de", 
manières différentes , il est de l’adresse et de la sagacité de celui qui 
opère, de choisir, parmi toutes les générations possibles, celle qui em- 
ploie la courbe la plus simple, et qui exige les considérations les moins 
pénibles ; 2 ®. qu’un long usage a appris qu’au lieu de ne considérer 
pour chaqhc surface courbe qu’une seule de ses générations, ce qui 
exigeoit l'étude de la loi du mouvement et celle du changement de forme 
de sa génération , il est souvent plus simple de considérer en même 
temps deux générations difïérentes , et d’intlMjuer pour chaque point la • 
construction des deux courbes génératrices. 

Ainsi dans la .géométrie descriptive , pour exprimer la forme et la 
position d’une surface courbe, il suffit, pour un point quelconque de 
cette surface , et dont une des projections peut être prise à volonté , de 
donner la manière de construire les’ projections horiïontales et verticales 
de deux génératrices différentes qui passent parxe point. 


i3. Appliquons actuellement ces généralités au plan , qui, de toutes 
les surfaeçs , est la plus simple , et celle dont l’emploi est le plus fré- 
quent. 

Le plan est engendré par une première droite donnée d’abord de po- 
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sition , et <jiii se meut de manière cjue tous soe points décrivent des 
droites parallèles à une seconde droite donnée* Si la seconde droite 
•est elle-mâme dans le plan que l’on Considère, on peut dire aussi que 
ce plan est engendré par la seconde droite , qui se meut de manière 
que tous scs' points décrivent des droites parallèles à la première. 

On a donc l’idée de la poshion d’un plan par la considération de 
deux ligties droites , dont chacune peut être regardée comme sa géné- 
ratrice. La position de ces deux droites , dans le plan qu’elles peuvent 
engendrer, est absolument indifférente : Une s’agit donc , .pour la mé- 
thode des J^ojcclions , que de choisir celles qui exigent les constructions 
les plus simples. C’est pour cela que dans fa géométrie dcscri|)tivo, on 
indique la position d’un “plan en donnant les deux droites suivant les- 
quelles il coupe les plans de projections. Il est facile de Veconnoîlre que 
ces deux droites doivent rencontrer en un même point l’intersection des 
deux plans de projections, et que par conséquent ce point est celui où 
elles se rencontrent elles-mêmes. 

Comme il arrivera très -If équeminent que nous ayons des plans à 
considérer, pour abréger le langage nous donnerons le nom de traces 
aux droites selon lesquelles chacun d’eux coupera les plans de projec- 
tions, et qui serviront à indiqtier sa position. 

14. Ces préliminaires étant posés, nous allons passer aux soliîtions 
de plusieurs questions successives, qui rempliront le double ol>Jet do 
nous exercer^ la méthode des projections,* et de nous procurer les 
moyens de faire ensuite de nouveaux progrès dans la géométrie 
descriptive. ... 

Tremière question. Étant donné {fg. 4 - ) un point dont les projections 
soient D, f/, et une droite dont les projections soient AB et a à, cons- 
truire le? projections d’une seconde droite mènée par le point donné 
parallclcinent à la première ? 

Solution. Les deux projections, horizontales de la droite donnée et 
de -la droite cherchée doivent être parallèles entre elles; car elles sont 
les intersections de deux plans verticaux parallèles, par un même plan. 
U en est de même des projections verticales des mêmes droites. De 
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plus, la droite clemandce devant passer par le point donnd, scs pro- 
jections doivent passer respectivement par celles du même j>oint. Donc, 
si ]>ar le point D on mène EF parallèle à AB, et si par le point d* 
on mène ef parallèle à ab, les droites EF et ef seront les projec- 
tions demandées. 

i5. Seconde question. Étant donné {fîg. 5) un plan dont les deux 
traces soient AB, BC, et un point dont les projections soient G, g, 
constniire les traces d’un second plan mené par le point donné paral- 
lèlement au premier f ^ • 

Solution. I.cs traces du plan demandé doivent être parallèles aux 
traces respectives du plan donné, puisque ces traces, considérées deux 
ù deux, sont les intersections de deux plans parallèles par un même 
plan. Il no reste donc plus à trouver, pour chacune- d’elles, qu’un seul 
jles points par les(juels clic doit passer. Pour cela, par le point donné. 
Concevons une droite horizontale <pii soit dans le plan cherché; cette 
droite sera ptorallèle à la trace AB, et elle coupera le plan vertical 
iii un point, qui ser.a un de ceux de la trace du plan cherché sur * 
le vertical ; et l’on aura ses deux projections en menant par le point g 
riioiizontale indéfinie ^ F, et par le point G la droite GI, ])arallèlc 
à AB.* Si l’on prolonge G I jusqu’à ce qu’elle rencontre l’intersection LM 
des deux plans de projections en un, point I, ce point sera la pro- 
jection horizontale de l 'intersection de la droite horizontide avec le 
plan vertical. Donc ce point d’intersection se trouvera sur la verticale IF, 
menép par le point I. Mais il doit aussi se trouver sur g F ; donc il 
se trouvera au point F d’intcrscction de ces deux dernières droites. • 
Donc enfin , si par le j)oint F on mène une parallèle à BC , elle 
sera, sur le plan vertical, la trace du plan c|jerché; et si, après avoir 
jsrolongé cette trace jusqu’à ce qu’elle rencontre LM en un ‘point E, 
on mène ED parallèle à AB, on aura la trace du même plan sur la 
jilan horizontal. 

Au lien de concevoir sur le plan •cherche une droite horizontale, 
ou auroit pu concevoir une j)arallèle. au plan vertical; ce (jui , par 
un raiionnement absolument semblable, auroit dçnné la cotistruction 
suivante : 
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On mènera par lo point G, et panillèlcincnt LM, la clroitc indé- 
finie GD; par le point ^ .on mènera gll parallèle à CB, et on la 
prolongera jiisqu'à ce qn’elle coupe LI\I en un point H, par lequel on 
mène HD perpendiculaire à I-M: cette dernière_^ coupera G D en un 
point D, par lequel, si l’on mène une parallèle à AB, on aura une 
des traces du plan demandé; et si, après avoir prolongé cette trace - 
jusqu’à ce qu’elle rencontre LM eu un point 11, on mène EF, parallèle 

à BC, on aura la trace sur le plan vertical. • 

• * • • 

i6. Troîsiènie question. Etant donné 6 ) un plan dont les deux 

traces soient A#, B C, et un point dont les deux jvojecilons soient D, d, 
construire, J°. les projections de la droite abaissée perpendiculairement 
du point sur le plan; 2 °. celle du point de rencontre delà droite et 
du plan F 

» 

Solution. Les perpendiculaires. D G, dg, abaissées des points D et// 
sur les traces respectives du plan, seront les projections indéfinies de 
la droite demandée; car, si par la perpendiculaire on conçoit un plan 
vertical , ce plan coupera le plan horizontal et le plan donne en deux 
droites qui^ seront l’une et l’autre perpendiculaires à la commune 
intersection AB de ces deux plans : or la première de ces droites étant 
la projection du plan vertical, est aussi celle de la pÿrrpciidiculaire 
•qu’il renferme ; donc la projection de cette perpendiculaire doit passer 
par le point D, et être perpendicidaîre à AB. 

La même démonstration a lieu pour la projection verticale. 

Quant au point de rencontre de la perpendiculaire et du plan ,• il es* 
évident qu’il doit se trouver sur l’intersection de ce plan , avec le plan 
vertical mené par la perpendiculaire ; intersection qui est projetée in- 
définiment sur EF. Si l’on avoit la projection verticale fe de cotte 
intersection, elle-contlcndroit celle du point demandé; et parce que 
ce point doit aussi être projeté sur la droite dg, il se tronvêroit à 
'l’intersection g des deux droites fe et dg. Il ne reste donc plus à 
trouver que la droite fe: or l’intersection du plan donné avec le plan 
^ . vertical qui lui est pjeçpendiculairo , rencontre le plan horizontal au 
point E, dont on aura la projection verticale a, en abaissant Ee per- 
pendiculairement sur LM; et elle rencontre le plan vertical de pio- 
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jecilon en un ])olnt ilont la. projection liorizontale est l’intersection 
tle 1.T (Itoite LM avec DG, prolongée, s’il est nécessaire, et dont la 
projection verticale doit être et sur la verticale Fy et sur la trace CH; 
die sera donc au j)pint y de leur intersection. 

La projection verticale g du pied de la perpendiculaire ctapt trouvée, 
il est facile de construire sa projection horizontale; car si l’on abaisse 
sur I.M la perpendiculaire irtdélinle G, cette droite contiendra le 
point dertrandé : or Li droite DF doit aus.si le contenir; donc il sera 
au point G da l’intersectiou de ces deux droites. 

ij. Quatrième question. Étant donnée {Jïg. 7) undWroite dont les 
deux projections soient .AB, a-b , et un point dont les deux jirojcctions 
soient D, e/, construire les traces du jilan mené par le j>oint perpen- 
diculairement i\ la droite? 

« 

Soltuîon. On sait déjà, par la (juestion précédente, .que les deux 
traces doivent être perpendicirlaires aux projections respectives des deux 
droites; il reste à trouver, pour chacune d’elles, uii dès points par 
lestjntls elle doit passer. Pour cela, si par le point donne pn conçoit-, 
dans le plan cherclté,»une horizontale jirolongée ju.squ’à Ja rencontre 
du plan vertical de projection , on aura sa j>rojection verticale en 
menant par le jKjInt d une horizontale indéfinie d G, et sa projection 
horizontale en menant par le point D une perpendiculaire à A B ,* 
prolongée jusqu’à ce qu’elle coupe I.M en un ]>oInt H, qui sera la 
jirojection horizontale du point do rencontre.de l’horizontale avec le 
plan vertical do projection. Ce point do rencontre qui* doit se trouver 
dans la verticale H G et dans l’horizontale dG, et par conséquent 
ou point G d’intersection de cas deux droites, sera donc tm des points 
de la trace sur le plan vertical ; donc on aura cette trace en menant 
par le point G la droite FC perpendiculaire à aé; donc enfin, si 
par le' point C, où la première trace rencontre LM, on mène CE 
perj)endiculaire à AB, ou aura la seconde trace demandée. 

S’il étoit question de trouver le point de rencontre du plan avec la 
droite, on opéreroit exactement comme dans la, question précédente. 

Enfin , s’il iàlloit abaisser une perpendiculaire du point donné sur 

dioite, un constmiroit, comme nous venons de le dire, la rencontre 

de 


“I 


\ 
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de la droite avec le plan mené par le point donné, et qui lui seroit 
perpendiculaire; et on aurolt, pour chacune dos deux projections de 
la I -.erpcncUculaire demandée, deux points par lesr[uels elle doit passer. 

18. Cinquième qiâBstron. Deux plans étant donnés do position ( fg. 8 ) , 
au moyen de leurs traces AB et A é pour l’un , C D et Ct/ pour l’autre , 
construire les projections de la droite suivant laquelle ils so coujieni t 

Solution. Tous les pointa de la trace A B se trouvant sur le premier 
des deux pians donnés , et tous ceux do la trace C I) se trouvant sur 
le second , le point là d’intersection de ces deux traces est évidem- 
ment sur les deux plans ; il est par conséquent un des points de la 
droite demandée. On reconnoîtra do même que le point F d’intersec- 
tion des deux traces sur le plan vertical est encore un autre point do 
cette droite. L’intersection des deux plntis est donc placée de manière 
qu’elle rencontre le plan horiieontal on E, et le plan vertical en F. 

Donc, si l’on projette le point F sur le plan horizontal, ce qu’on l'era ^ 
en abaissant sur I, M la perpendiculaire F /’, et si l’on mené la droitey E , 
elle sera la projection horizontale de l’intersection des deux ]>Ians. I/o 
même si l’on projette le point E sur le plan vertical en aljîdssai.'t 
sur LM la perpendiculaire Ee , et si l’on mène la droite cF ^ elle sera 
la projection verticale de la même intersection. . 

* 

19. Sixième question. Deux plans (Jig. 9) étant donnés, au moyen 

des traces AB, Ad du premier , et des traces C D , C du second » 
construire l’angle qu’ils ibrmeiit entre eux ? - 

Solution. Après avoir consti;uit , comme dans la question précédente , 
la projection horizontale £_/" de l’intersection des deux plans ; si l’on 
cençoit un troisième plan qui leur soit perpendiculaire , et qui soit jjof 
conséquent perpendiculaire à leur commruie intersection ; ce troisième 
plan coupera les deux plans donnés en deux droites , qui compi-cndront 
entre elles un angle égal à l’angle demandé. 

De plus, la trace horizontale de ce troisième plan sera perpendiculaire 
à la projection R'f de l'intersection des deux plans donnés, et elle for- 
>nera, avec les* deux autres droites, un triangle dont l’angle opposé 
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au côté liori/.ontal sera l’angle dcinanJê. J1 ne s’agit donc ]>lus que de 
construire ce triiuigle. 

Or , il est indifférent par quel point de l’intersection des deux pré- 
miers plans passe le troisième ; on peut donc prendre sa trace à volonté 
sur le plan horizontal , pourvu c|u’cllc soit jterpcnëictdaire à E f\ Soit 
donc menée .une droite (juelcoMquc GH, perpendiculaire u E/', ter- 
minée en G et en H aux traces des deux j>l.ins donnés , et (pii ren- 
contre E/' en un point 1 , celte droite sera la base du triangle (ju’il 
faut construire. Actuellement concevons cpie Je plan de ce triangle tourne 
autour de sa base G II comme charnière , pour s’apjilitpier sur le j>lan 
horizontal j dans ce mouvement , son soimnet ; qui est d’abord ]>lacé 
sur l’intersection des deux plans, ne sort pas du plan- vertical mené 
par cette intersection , parce que ce plan vertical est perpeiulicidaire 
à G II ; et lorsque le plan dn triangle est aliaitu , ce soimnet se trouve 
sur un d(7s points de la droite E/i Ainsi il ne reste plus à trouver que 
la hauteur du triangle, ou la gr.andeur de la perpendiculaire abaissée 
du point I snr. l’intersection de Jeux plans. 

■ Mais cette'perpendiculaire est comprise dans le plan vertical mené 
par Eyi Si donc on conçoit que ce pian tourne autour de la verticale / F 
pour s’ap])liquer sur le plan vertical de projection , et si l’on jiorte y'E 
de f en ff , fV de yen i, la droite sera la grandeur de la partie 
de l’intersection comjjrisc entre les deux jilans de projection j et si du 
point i l’on nhaisse sttr cette, droite la perpendiculaire il', eHc sera la 
hauteur du triangle deinatidc. u 

• Donc enlin portant ik de 1 en K., et achevant le triangle G K II , 
l’angle en K sera égal à l’angle formé par les deux plans. 

20 . Septième question. Deux droites qui *e coujient dans l’espace 
(fcç. lo), étant données par leurs projections horizontales AE, AC, 
cl jiar leurs projections verticales ab , ac , construire l’angle qu’elles 
forment entre elles? , 

Avant de procéder à la solution , nous remarquerons que , puisque 
les deux droites données sont supposées se couper , le point A de 
rencontre de leurs projections horizontales, et le point a de rencontre 
de leurs projections verlic.iles seront les projections du ‘point dausleipicl 
elles SC coupent , et seront par conséquent dans la mèuic droite « G A 


Digitized tjy Goot^Ie 


cÉOMiTRiE n^scnrfTivr. *7 

perpendiculaire à LM. Si les deux points A et a n’étoient pas dan* 
une môme perpendiculaire à LM, les droites données ne se coupc- 
^roient pas, et par conséquent ne seroient pas dans un mCine plan. 

Solution. On concevra les deux droites- données prolongées jusqu’à 
ce (ju’elles rencontrent le pl.iii horizontal , cliacune.cn un point , et l’on 
construira ces deux points de rencontre. Pour cela on pioiongera les 
droites ab, etc, jusqu’à ce qu’elles coupent LM eu deux points il, e, 
m qui seront les projections verticales de ces deux points de rencontre : 
par les points d, e , on mènera dans le plan horizontal , et per|)ciidi- 
culairement à L M , deux droites indéfinies </ ü , o L, qui , devant passer 
chacune par un de ces points , détermineroitt leurs positions par leurs ' 

i&terseclions D , E avec les projections liorizou talcs rtftpectives AB, 

AC , prolongées s’il est nécessaire. 

Cela fait, si l’on mène la droite DE, cette droite et les deux parties 
des droites données, coni|>ri$es entre leur point d’intersection et les 
points D, E, ibrmeront un triangle, dont l’angle opposé à DE sera, 
l’ange demandé ; ainsiait tic s’agira plu.s que de construire cc triangle. 

Pour cela, après avoir ahaissé du point A sur DE la perpendiculaire 

indéfinie AF , si l'on conçoit que le plan du triangle tourne autour de 

sa base DE comme charnière, jusrju’à ce qu’il soit abattu sur le plan . • 

horizontal ; le sommet do ce triangle , pendant son monvement , iie 

sortira pas du plan vertical mené par AF, et viendra s’a{fpli<iuer 

quelque part sur le prolongement de F A en un point H, dont U ne 

restera ]>lus à trouVer que la distance à la base D £. 

Or la projection horizontale de cette distance est la droite AF, et Is 
hauteur verticale d’une de ses extrémités au-dessus de l’autre est égale 
à fl G ; donc , en vertu de la Jlg> 3 , si sur L M on porte A F de G eny, 
et si l’on mène l’hypoténuse fl f , cette hypoténuse sera la distanoe 
demandée. Donc enfin , si l’on porte fly de F en H , et si par le point 
H on mène les deux droites II D, H E , lo triangle sera construit , et 
l'angle DH E sera l’angle demandé. 

21. Huitième question. Etant données les projections d’une droite et ' 

les traces d’un plan , construire l’angle que la droite et le plan ibrment 
entre eux ? 

D 3 
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Solution, Si par un point pris sur la di-olte donnée, on conçoit nne 
perpendiculaire au plan donné , l'atigle rpio cette perpendiculaire for- 
mera avec 4a droite donnée, sera le complément de l’uiigle demandé ; 
et il suffira de construire cet an"le pour résoudre la question. 

Or, si sur les deux projections <le la droite, on prend deux points 
qui soient dans la même perpendiculaire à l’Intersection des deux plans 
de projection , et si par ces deux ]>oints on mène des perpendiculaires 
aux traces respectives du plan donné , on .aura les projections Jiori/.on- 
talcs et verticales de la seconde droite. T. a qtiestion sera donc réduite 
, à con.struire l’angle formé par «leux droites «pti se coupent, et rentrera 
dans le cas «le la précëilente. 

aa. larrsqu’on se propose de lever la rarte d’un pays, on conçoit ordi- 
nairement que’ les points rcin.arqnaldes soient liés entre eux par des lignes 
droites «pii forment des tri.mgles , et il s’agit ensuite de rapporter ces 
triangles sur la carte , au moyen d’une échelle’ pins petite , et de les 
placer entre eux dans le même ordre que ceux qu’ile représentent. Les 
o|>érfltions t|u‘il iiint faire sur le terrain , consistent principalement dans 
la mesure des angles et'de ces triangles ; et pour que ces angles puissent 
être rajrportés directement sur la carte , ils doivent être chacun dans 
un plan horizontal , parallèle à celui de la «jarte. Si le plan de l’angle 
est olilique à l’horiton , ce n’est plus l’angle lui-même qu’il faut rap- 
porter , c’est sa projection horizontale; et il est toujours possllile de 
trouver cette .projection , lorsqu’après avo’u- mesuré l’angle lui-même, 
on a de plus mesuré ceux que ses deux côtés forment avec l’horizon ; 
ce qui donne lieu à l’opéiatiou survante , qui est «xtuiiue sous le nom 
de réiluction d’un angle à l'horizon. 

Neuvième question. Etant donnés l’angle formé par deux «Iroites, 
et ceux qu’elles forment l’une et l’autre avec" le plan horizontal, conî- 
trnire la projection horizontale du premier de ces angles ? 

Soient A ii ) la projection horizontale du sommet 

de l’angle demandé , et A B celle d’un de ses côtés , de manière qu’il 
faille construire l’autre côté AE. On concevra que le plan de projection • 
verticale passe par AB; et ayant mené par le point A une verticale 
Lidcüiilc Art, on. prenilra sur elle, à volonté, un jiuint d, que l’on 
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Tcnaidera comme la projection vcitlcalt; du soininet de l’angle observe. 
Cela l'ait , si par le point d on mène la droite d lî , qui fasse , avec 
l’horizontale, un angle rfBA égal à celui que le premier côté fait avec 
l’horizon , le point S sera la rencontre de ce côté avec le plan lioil- 
zontal. De même, si par le poinî.6^ on mène la droite r/C, qui fasse 
avec l’horizontale un angle dCA égal à celui que le deuxième côté 
fait avec l’iiorizon , et si du j>oint A comme centre , .avec le rayon AC, 
on décrit un- arc de cercle indéfini CEF, le deuxièjiic côté ne pourra 
rencontrer le plan horizontal que dans un des |>oliits de l’arc CEF. 
11 ne s’agira donc.plua que de trouver la distance de ce point à quel- 
que autre point , comme B. 

' Or cette dèmière distance est dans le plan de l’iingîe observe. Si 
donc on mène la droite dD , de manière que l’angle Vd ü soit égala 
l’angle, observé , et si on porte dC de d ea Û , la droite D B sera égale 
à cette distance. 

. Donc , si du point B comme contre , et d’un intenralle égal à B D 
on décrit un arc de cercle , le j)oint E , où il coupera le premier , sera 
le point de rencontre du deuxième côté avec le plan liorizoutal ; donc 
,1a droite A £ sera la projection horizontale de ce côté, et l’angle BA£, 
celle de l’angle observé. • ^ 

Les neuf questions qui ’ précèdent sufiisent à peine pour donner uno 
idée de la méthode des projections ; elles ne peuvent en montrer toutes 
les ressources. Mais à mesure que nous nous élèverons à des considé- 
rations plius générales , nous aurons soin de faire les opérations qui 
seront les plus propres à remplir cet objet. 

I r. 

Des plans tangens et des normales aux smfaces courbes. 

a3. Comme il n’y a aucune surJ'ace courbe qui ne puisse être engen- 
drée de plusieurs manières par le mouvement d£ lignes courbes , si par 
un point quelconque d’une suiface, on considère deux génératrices dif- 
férentes^dans la position qu’elles doivent avoir , lorsqu’elles passent l’une 
et l’autre par ce point , et si l’on conçoit les tangentes en ce point ù 
chacune des deux génératrices , le plan mené par ces deux tangentes 
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est le plan tangent. Le point de la suri'ace , dans lequel les deux géné- 
ratrices se coupent, et qui est en mdine temps commun aux deux tan- 
gentes et au plan tangent, est le point de contact de 1 a suriiice etdu plan. 

La droite mon ée par le point de contact pcrpcndiculaiiement au plan 
tangent s’appelle normale à la surikee. Klie est perpendiculaire à l’élé- 
ment de lu suri'ace, parce que la direction de cet ëléiuoiit coïncide, 
dans tous les sens , avec celle du plan tangent qui peut en être regardé 
comme le prolongement. 

24. La considération des pians tangens et des normales aux surfaces 
conrlies , est très-utile à un grand nombre d’arts ; et , pour plusieurs 
d’entre eux , elle est absolument indispensable. Nous n’ajiporteroiis ici 
^ qu’un seul exemple de chacun de ces deux cas , et nous les prendrons 
dons l’architecture et dans la peinture. 

Les dil'lérentes parties dont sont composées les voûtes en pierres do 
taille , se nomment voussoirs } et l’on appelle joints les faces j>ar les- 
quelles deux voussoirs contigus se touchent , soit que ces voussoirs fassent 
partie d’une même assise , soit qu'ils soient compris dans deux assises 
consécutives. 

La position des joints dans les voûtes est assujettie à plusieurs con- 
ditions qui doivent être nécessairement remplies. Nous ferons connoîtro 
successivement toutes ces conditions dans la suite du cours; mais, dans 
ce moment, nous ne nous occuperons que de celle qui a rapport à notre 
objet. 

Une des conditions auxquelles la position des joints doit satisfaire , 
c’est qu’ils soient perpendiculaires entre eux, et»que les uns et les autres 
rencontrent perpendiculairement lû surface de la voûte. Si l’on s’écar- 
toit sensiblement de cette loi, non-seulement on blesseroit les conve.^ 
nanccs générales, sans lesquelles rien ne peut avoir de la grâce, mai# 
encore on s’exposeroir à rendre la voûte moins solide et moins durable : 
car, si l’un des joints étoit ohli(|ue à la surface de la voûte, des deux 
voussoirs contigus à cc'jpint, l'un auroit un angle obtus, l’autre un 
angle aigu; et dans la réaction que les deux voussoirs exercent l’un 
stir l’autre, ces deux angles ne scroient pas ca]>ablcs de la même résis- 
tance; à cause de la fragilité des matériaux, l’angle aigu scroit exposé 

éclater; ce qui altéreroit la forme de la voûte, et compromettroi| 
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la durée de l’édUicu. Ainsi la décomposition d’une voûte on vmissoirs 
uxige donc absolument la considération des plans tangens et des nor- 
males à la surface courbe de la voûte. 

a5. Passons à un autœ exemple pris dans un genre qui , au premier 
çoup-d’oeil, ne paroît pas susceptible d’une aussi grande sévérité. 

Ou a coutume de regarder la peinture comme composée de deux 
parties distinctes. L’une est l’art proprement dit : elle a pour objet 
d’exciter dans le spectateur une émotion déterminée de faire naître 
en lui un sentiment donné, ou de le mettre dans la situation qui le 
disposera le mieux à recevoir une certaine impression j elle suppose dans 
l’aj'liste une ^ande habitude de la philosophie ; elle exige de sa part 
les coniioissances les plus exactes sur la nature des choses , sur la ma- 
nière dont elles agissent sur nous , et sur les signes, même involontaires, 
par lesquels cette action se manifeste ; elle ne peut être que le résultat 
d’itne éducation très* distinguée, que l’on ne donne à personne, et que 
nous sommes bien éloignés de donner à nos jeunes artistes ; elle n'est 
soumise à aucune règle générale j • elle ne supporte que des conseils. 

L’autre partie île la peinture en est , à proprement parler, le métier s 
son but est l’exécution exacte des conceptions de la première. Ici rien 
n’est arbitraire; tout peut .être prévu par un raisonnement rigoureux,' 
parce que tout est le résultat nécessaire d’objets convenus et 'de circons- 
tances données. Lorsqu'un objet est déterminé de forme et de position ; 
lorsqu’on connoît la nature, le nombre et la po.sition de tons les corps 
qui peuvent l’éclairer, soit par une lumière directe, soit par des rayons 
réfléchis; lorscjue la position de l’œil du spectateur est fixe; lorsqn’enfin 
toutes les circonstances qui peuvent influer sur la vision sont bien 
établies et connues, la teinte de chacun des points de la surface visible 
de cet objet est absolument déterminée. Tout ce qui a rapport à la 
couleur de cette teinte et à son éclat dépend de la position du plan 
tangent en ce point à l’égard des corps eclairans et de l’œil du spectateur; 
elle peut être trouvée par le seul raisonnement; et lorsqu’elle est ainsi 
déterminée, elle doit être appliquée avec exactitude. Tout affoiblisse- 
ment, toute exagération, cbnngcrolent les apparences , altércroient les 
formes et produit oient un autre effet que cçlui qu’attend l’artiste. 

.Je sais bien que la rapidité de l’exécution, qui est souvent néces-c 
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saire , ne ponnettroit que bien rarement l’empioi d’une méthode qui 
priveroit l’esprit de tout secours matériel , et l’aljandonneroit à l’exercice 
de ses seules facultés, et qu’il est beaucoup plus facile au peintre de 
poser les objets, d’observer leurs teintes et de les imiter: rnais s’il étoit 
accoutumé à considérer les positions des plans tangens et les deux 
courbures des surfaces en chacun de leurs points, courijuros qui feront 
l’objet de levons ultérieures, il tireroit de ce moyen matériel un parti 
plus avantageux ; il seroit en état de rétablir les effets que l’omission 
de quelques circonstances a empêché de naître, "et de supprimer ceux 
auxquels donnent lieu des circonstances étrangères. 

Eniin les expressions vagues , comme celles de méplat , que les 
peintres ciiiplolent à chaque instant , sont un témoignage constant du 
besoin qu’ils ont de connolssances plus exactes et de raisonuemens plus 
rigoureux. 

ad. Indépendamment de son utilité dans les arts, la considération 
des plans tangenset des normales aux surfaces courbes, est un des moyens 
les plus féconds que la géométrie de.scriptlve emploie pour la résolution 
de questions qu’il seroit très-difficile de résoudre par d’auti^s procédés, 
et nous «n donnerons quelques exemples. 

37. La méthode générale pour déterminer le plan tangent ù une surface 
courbe, consiste (a 3 ) à concevoir par le point do contact les tangentes 
à deux courbes génératrices différentes qui passeroient par ce point , 
et à construire le plan qui passeroit par ces deux droites. Dans quelques 
cas particuliers , pour abréger les constructions , on s’écarte un peu de ' 
cette méthode prise à la lettre , mais on fait toujours l’équivalent. 

Quant à la construction de hi normale , nous ne nous en occupe- 
rons pas en particulier , parce qu’elle se réduit à celle d’une droite 
perpendiculaire au plan tangent , ce que lions savons faire, 

38. Première question. Par un point considéré sur une surface cylin- 
drique et dont la projection horizontale est donnée , mener un plan 
tangent à cette siu face ? 

Solution, Soient A B , æ é les projections horizontale et 

tcrûcalc de la tLoite dnimcc, à laquelle la génératrice de la surface cj-r. 

, |iiidriquo 
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lînclrlqii doirc être parallèle^} soit E P D la courbe donnée dans le plan 
horizontal , sur laquelle la génératrice doive constamment s’appuyer , 
et que l’on ]>eut regarder comme la trace de la surface cylindrique ; 
enfin soit C la projection horizontale donnée du point considéré sur la 
surface cylindrique , et par lequel doive être mené le plau tangent. 

Cela posé , par le point considéré sur la surface et dont la projection 
horizontale est en C, concevons la droite génératrice dans la position 
qu’elle doit avoir, lorsqu’elle passe par ce point : cette génératrice étant 
une ligne droite , elle sera elle-même sa propre tangente j elle sera 
donc une des deux droites qui détermineront la position du plan tan- 
gent J de plus , elle sera parallèle à la droite donnée : donc ses deux 
projections seront respectivement parallèles k AB et a 6 ; donc, sLpar la 
point C on mène à A B une parallèle indéfinie E F , on aura la projec- 
tion horizontale de la génératrice. Pour avoir sa projection verticale, 
concevons la génératrice prolongée sur la surfcce cylindrique jusqu’à 
ce ([u’elle rencontre le plau horizontal j elle ne le jtourm faire que dans 
’ un point qui sera en même temps sur la projection EF et sur la 
courbe E P D , et qui sera, par consc<pient , l’intersection de ces deux 
lignes ; ainsi l'on déterminera ce point , en prolongeant E F jusqu’à 
ce qu’elle coupe quelque part la courbe E P D. 

Ici il se présente deux cas : ou la droite E F ne coupera la trace dit 
cylindre qu’eu un seul point , on elle la coujiera en plusieurs points. 
Nous allons examiner ces deux cas séparément , et supposer d’aliortl 
que quelque prolongée que soit la droite E F , elle ne rencontre la courljc 
E P D qu’en un seul point D. 

Le point l^étant la trace de la génératrice , si on le projette snr le 
plan vertical au moyen de la perpendiculaire D </ , et si par le point d 
I on mène d f parallèle k ab , on aura la projection verticale de la 
génératrice. Ainsi on aura les deux projections d’une des droites par 
lesquelles doit passer le plan tangent demandé. De plus , la projection 
verticale du point de contact .doit, sc trouver sur la droite C c menée 
du point donné C perpendiculairement à LM; elle doit aussi se trouver 
sur df ; donc elle sera au point c d’intersection de ces deux ligues. 

Si la droite EF coupe la trace E P D de la surface cylindrique en 
plùsicnrs points D, E, on opérera'pour chacun de ces jioints de la 
même manière que nous venons de le. décrire pour le point D , regard^. 

E 


Digitized by Google 



3^ céom£trxk descriptiv. e. 

comme seul ; il en résultera seulement qu’on aura les projections verti- 
cales d f , e /' , d’autant de droites génératrices , et les projections ver- 
ticales c , c , d’autant de points de contact qn’il y aura de jtoints d’in- 
tersection entre la droite E F et la trace EP D. 

Dans le cas de \î\ figure ta , la trace de la surlacc cylindrique est 
une circonférence de cercle qui a la propriété d’être jcoupée par une 
droite en deux points : ainsi la verticale élevée par le pouit donné C 
doit rencontrer deux lois la surface , d’aliord dans un premier point , 
dont la projection verticale est c , et par lequel passe la génératrice 
lorsqu’elle s’appuie sur le point D , et ensuite dans un second point, dotit 
la projection verticale est c , et par laquelle passe la génératrice lors- 
qu’elle s’appuie stir le [loint E de la trace. Ces deux points, quoiqu’ils 
aient lu même projection horizontale , sont néanmoins très-distincts, et 
à chacun d’eux doit répondre un plan tangent particulier. Actuelle- 
ment , pour chacun des deux points de contact , il faut trouver la 
deuxième droite qui doit déterminer la position du plan tangent. Si 
l’on sulvoit strictement lit méthode générale , en reg.ardant la trace 
comme une seconde génératrice , il firudroit la conccvc>ir passant suc- 
cessivement par chacun des points de contact, et construire dans chacun 
de ces points une tangente ; mais, dans le cas particulier des surfaces 
cylindriques , on peut euiployerunc considération jdus simple. En eflét , 
le plan tangent au point C , c touche la surface dans topte l’étendue de 
Ja droite génératrice qui passe par ce point ; il la touche donc en D , 
qui est un point, de cette génératrice; il doit donc passer par la tan- 
gente à la trace au point D. Pur un seinhlablc raisonnement on trou- 
vera que le plan tangent en C , c' , doit passer par la tangyite à la trace 
en E. Donc, si par les deux points D, E, on mène à la trace les deux 
tangentes DK , E G, prolongées jusqu’à ce qu’elles coupent la droite* LM 
en deux points K , G , on aura sur le plan horizontal les tr aces des dcu.x 
pians tangens. 

Il ne reste donc plus à trouver-qne les traces des mômes plans sur le 
plan vertical; et parce que nous avons déjà pour l’une de ces traces le 
j)oint K, et pour l’autre le point G , il ne reste plus à déterminer qu’un 
seul point ponr chacune d’elles. 

Pour cela, et en opérant pour lepfemlerdesdenx plans tangens , corree- 
vonsquele point à construire soit celui dans lequel une horizontale mince 
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dans le plan par le point de contact rencontre le pliui veitical, on 
aura la projection horizontale de cette droite en men-int par le point 
C une parallèle à la trace D K , fiu’on prolongera jus(iu’i ce qu’elle 
rencontre la droite L M en un point I ; et on aura sa pinjeclion verti- 
cale en menant par le point c une liorizoutale indéfinie. Le point de 
rencontre du plan vertical avec l’hori/.ontal se trouvera donc en même 
temps et sur la verticale I i et sur l’horizontale c î ; il sera au point i 
de leur intersection ; donc , .si par les points i et K. on mène une droite, 
on aura la trace du premier plan tangent sur le plan vertical. En raison- 
nant de même pour le second plan tangent , on trouvera sa trace sur 
le plan vertical en menant par le point C une droite C II parallèle à 
la trace horizontale E G , et on la prolongera jusqu’à ce qu’elle coupe LM 
en un point H , par lequel on élevera la verticale II// ; par le point c 
on mènera une horizontale qui couppra la verticale HA en un point A, 
par lequel et parle point G si l’on mène une droite G A, on aura la 
trace demandée. 

29. Deuxième question. Par un point considéré sur une surlace 
coniiiue , et dont la projection horizontale est donnée , mener un plan 
tangent à cette surface? 

La solution de cette question ne dilTèrc de celle de la precedente 
qu’en ce que la droite génératrice , au lieu d’être toujours parallèle a 
elle-même, passe toujours par le sommet dont les deux projections sânt 
données. Nous pensons qu’il est convenable de ne pas l’énoncer ici , et de 
conseiller au lecteur de la chercher lui-même , en lui olTrant le secours 
I de lay^. i3 » si toutefois cela étoit nécessaire. 

3 0. Troisième question. Par un point considéré sur une surface 
de révolution autour d’un axe vertical , et donné sur la projection ho- 
rizontale , gêner un plan tangent à la surface ? 

Solution. Soient A (/^. 14) la projection horizontale donnée de l’axe, 
« sa projection verticale , B C D E F la courbe génératrice donnée , 
considérée dans un plan mené par l’axe, et G la projection horizonta a 
donnée du point de contact. 

Cela posé , si par le point de contact et par l’axe on conçoit un plan 

vertical dont la projection sera l’horizontale indéfinie AG, ce p an 

E a 
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Cüupcra lasurliicetlc révolution dans une courbe qui sera la génératrice, 
passant jiar le j)oint de contact ; si par le point G on conçoit une ver- 
ticale, elle lencontrera la génératrice et par conséquent la suriace en un 
ou plusieurs |)oints ([ui seront autant de points de contact, dont G sera 
la projection horizontale coiuiimne. On trouvera tous ces jtoints de con- 
tact considérés dans le plan de la génératrice en |)ortant A G sur L M 
de a en <? , et en menant par le point c une parallèle h a a ^ tous le» 
points E, C, dans lesquels cette droite coupera la courbe BCDEF, 
seront les intersections de la courbe génératrice avec la verticale menée 
par le point G , et indiqueront les hauteurs il’autant de jioiuts de' con- 
tact au-dessus du plan horizontal. Pour avoir les projections verticales 
de CCS ])oints de contact, on mènera par tous les points E , C , des hori- 
zontales indéfinies, qui contiendront ces projections: mais elles doivent 
Aussi se trouver sur la perpendiculaire à L M , menée par le point G ; 
donc les intersections g, g de cette droite avec les horizontales seront 
les jtrojoctions des dif'l'érens points de contact. 

Actuellement , si , par chaque point de contact , on conçoit une sec- 
tion laite par un plan horizontal , cette section , qui pourra être regar- 
dée comme une seconde génératrice , sera la circonlërence d’un cercle 
dont le .centre sera dans l’axe, et dont la tangente, qui doit être j)cr- 
pendiculaire à rcxtrcinité du rayon , sera aussi perpendiculaire au plan 
vertical mené par A G , et dans lequel se trouve le rayon : donc le plan 
tangent, qui doit passer par cette tangente , sera aussi perpendiculaire 
à ce même plan vertical , et aura , sur le plan horizontal , su trace j>or- 
pendiculaire à A G. 11 ne reste donc plus , pour avoir la trace de cha- 
cun des plans taugens , que de trouver sa distance au point A : or, si 
par les points E, C, on mène à la première génératrice les tan- 
gentes EJ, CII, prolongées justju’à ce qu’elles rencontrent L M en des 
points J , H , les droites ai, ail, seront ÿgales à ces distances ; donc , 
si l’on porte, ces droites de A en i et de A en ^ , et si par Icspoints i et A 
on mène à AG des perpendiculaires i Q, A P , prolongées jus<ju’i\ la 
rencontre de la droite L M , on aura , sur le plan horizontal , les traces 
de tous les plans tangens. 

Pour trouver sur le plarr vertical les traces des mêmes plans , il faut 
concevoir, pour chaque point de contact, et dans le plan tangent coitcs- 
poudant, une horizontale prolongée jusqu’au plan vertical de projcc- 
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tion ; cette droite , qui iiVst autre chose que Ja tangente au cercle , 

déterminera sur ce plan un point qui appartiendra à la trace. Or, pour 
tous les points du contact , ces droites ont la niéinc projection horizon- 
tale 5 c’est la droite G K , menée par le point G pcrjicndiculairenient 
à A G, et terminée à la droite 1. M. Donc, si par le p’oint K on 
mène à L M une perpcndicidaire indéfinie K it , elle contiendra tous 
les points de rencontre des horizontales avec le plan vertical de pro- 
jection. Mais ces points de rencontre doivent aussi se trouver sur les’ 
horizontales respectives menées par les points E, Cj donc les inter- 
sections k’ de ces horizontales avec la verticale K k' seront cha- 
cune un point de la trace d’un des plans tangens. Ainsi la droite Q k 
sera , sur le |dan vertical , la trace d’un des plans tangens } la droite P k’ 

sera la trace de l’autre ; et ainsi de suite , s'il y en avoit un plus grand 

nombre. 

Nous nous bornerons dans ce moment aux trois exemples précédens, 
parce qu’ils sulhsent pour toutes les surfaces dont nous avons défini 
la génération. Dans la .suite de cet écrit , nous aurons occasion de consi- 
dérer les générations de familles de surfaces infiniment ])lus nom- 
breuses ; et à mesure r|u’clles se présenteront , nous appliquerons l.i 
mCmc méthode i la détermination de leurs plans tangens et de leurs 
normales. Maintenant nous. allons proposer une question , dans La 
solution de laquelle on peut employer d’une manière utile la considé- 
ration d’un plan tangent. 

I ^3t. Quatrième question. Deux droites étant données (//Ig. i5) par 
leurs projections horizontales AP, CD, et par leurs projections verti- 
cales ai, c </,• construire les projections PN,^a de leur plus courte 
distance, c’est-à-dire de la droite qui est en même temps perpendicu- 
laire à Pune et à l’autre, et trouver la grandeur de cette distance? 

Solution. Par la première des dtn.x droites données , concevons un 
plan parallèle à la seconde ; ce qui est toujours possible, puisque si par 
un point quelconque de la première on mène une droite pai'allèlc à la 
seconde, et si l’on conçoit que cette troisième droite se Ttieuve parallè- 
lement .à ellc-mèmc le long de la première, elle engendrera le plan' 
dout il s’agit. Concevons de plus ime surface cylindnqnc à base cir- 
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ciibirc , qui ait pour axe la seconde droite donnée , et pour rayon la 
distance cherchée ; cette surface sera touchée par le plan en une droite 
qui sera parallèle à l’axe , et qui coupera la première droite en un 
point. Si par ce point on mène une perpendiculaire au plan, elle sera 
la droite d^nandée ; car elle passera de fait par un point de la pre- 
, mière droite donnée , et elle lui sera perpendiculaire , puisqu’elle sera 
perpendiculaire à un plan qtil passe par cette droite : elle coupera de 
plus la seconde droite perpendiculairement , puisqu’elle sera un rayon 
du cylindre dont cette seconde droite est l’axe. 

Il ne s’agit donc plus que de construire successirement toutes les parties 
de cette solution. 

i«. Pour construire les traces du plan mené par la première droite 
parallèlement à la seconde , on cherchera d’abord le point A , dans 
lequel Cette première droite rencontre le plan horizontal , et qui sera 
un point de la trace horizontale; pour cela, après avoir prolongé la 
projection verticale h a jusqu’à ce qu’elle coupe la droite L M en 
lin point a, on mcncrà a A perpendiculaire à L M, et qui, par sou 
intersection avec la projection Imrizontalc A B, déterminera le point A. 
Par le j'oint où la première droite coupe le plan vertical, et dont les 
projectiims sont B et b, on concevra une droite parallèle à la seconde 
droite donnée, ct^l’on construira les projections de cette parallèle en 
menant indériniment B E parallèle à C D , et A c parallèle à c </. On 
construira de même le point F. de rencontre de cette parallèle avec le 
plan horizontal, en menant <-• E perpendiculaire à L M j et le point E 
sera un s(’cond point de la trace horizontale du plan. Donc, si l’on mène 
la tlroite A F., prolongée jusqu’à ce qu’elle coupe en un point F la 
droite E M, on aura la trace horizontale; et il est évident que, sî par 
les points F et ^ on nièue une droite F b , on aura la trace sur le plan 
vertical. 

Pour construire la ligne de contact du plan avec la surface cy'- 
lindriqrte , il faut d’un point quelconque de la seconde droite qui est 
l'axe du cylindre (par exemple, du point C où elle rencontre le plan 
horizontal) abaisser une norumle, c’est-à-dire imc perpendiculaire sur 
le plan t.niigent ; et le j)led de celte normale sera un point de la ligne 
de contact. Potir trouver ce pied d’après la méthode que nous avons 
. déjà décrite (yf". 6), on construira d’abord les projections i^idéfinies de 
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la nonnaie en menant par le point C la ilrohe 11 G perpendiculaire 
la trace A £ , et par le point c la droite c K perpendiculaire à la ii ace 1’ b; 
puis, après avoir prolongé H G justju’à ce quelle rencontre A E en nu 
point G, et L M en un point II, on projettera le point G en g et le 
point II en h sur la trace Y b } on mènera la droite g h, qui, par son 
intersection avec c K, déterminera la projection verticale i du pied dé 
la normale } et l’on aura sur II G la projeaion liorizontale du même 
point , en abaissant i I perpendiculairement à L M. Les projections i 
et I du pied de la normale étant trouvées, si par le point I on mène I N 
parallèle à C D, et / « parallèle k c d, on aura les projections de la 
droite de contact du plan avec la surface cjlindrîque. Lnliii les points X 
et /I , où ces projections rencontreront celles de la preinièi e droite donnée, 
seront les projections du point de cette droite par letjiiel passe la per- 
pendiculaire commune demandée. 

3°. Coruioissant les projections N , n d'nn des points de la perpendi- 
culaire conunune demandée, pour avoir celle de cette per|»endiculaire, 
il Euilira de mener par les points N et n les droites N P et // p per- 
pendiculaires aux traces respectives A E, F b ; et les parties N P et n p 
t^ces perpendiculaires, comprises entre les projections des deux drriiic? 
■ données, seront les projections de la plus courte distance demandée.^ 

. 4 '** Enfin, si l’on Veut connoitre la grandeur de celle plus courte ^fis- 

tance, on la construira par le procédé de 3. 

La considération d’une surface cylindrique toucliée par un ]>lau 
n’étoit point nécessaire pour la solution de la qulftlon jn-écédcritn. 
Après avoir imaginé un plan parallèle aux deux droites données, ou 
aurdit pu par chacune de ces droites mener à ce plan un plan perpen- 
diculaire ; et l’intersection de ces deux derniers plans auroit été la 
direction de la plus courte distance demandée. Nous nous contenteron.s 
d’énoncer cette seconde manière, en conselllai^iu lecteur il 'eu chercher 
la construction pour s’exercer. 


3a. Dans les dlilérentes questions que nous avons résolues sur les plana 
tangens aux surlaces courbes , nous avons toujours supposé '(ue le point 
par lequel il falloit mener le plan tangent , ctoit pris sur la surface, et 
qu’il étoit lui- même le point de contact : cette condition seule suffisoit 
pour déterminer la position da plan. Mais il n’en est pas de mémo , 
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lorsque le point par lequel le plan doit passer est pris hors de la snrlace.' 

Pour q«o la position d’un plan soit déterminée , il faut qu’il satisfasse 
à trois conditions differentes, équivalentes chacune h celle de passer 
par un point donné : or, en général , la propriété d’être tangent à une 
surface courbe donnée, lorsque le point de contact n’est pas indiqué, 
n'équivaut qu’à une seule de ces conditions. Si donc c’est par des con- 
ditions de cette nature que l’on se propose de déterminer la position 
d’un plan, il en faut en général' trois. £n effet, supposons que nous 
ayons trois surfaces courbes données , et qu’un plan soit tangent à l’une 
d’entre elles en un point quelconque , nous pouvons concevoir que ce 
plan SC meuve autojir de la surface , sans cesser de la toucher : il pourra 
le faire dans toutes sortes de sens ; seulement le point de contact se 
mouvra sur la surl’ace à mesure que le plan tangent changera de 
position ; et la direction du jnouvement du point de contact sera dans 
le même sens que celle du mouvement du plan. Concevons que ce 
mouvement ,sc fasse dans un certain sens jusqu’à ce que le plan ren- 
contre la seconde surface et la touche en un certain point : alors la 
plan sera en même temps tangent aux deux premières surfaces, et sa 
position ne sera pas encore arrêtée. Nous pouvons en effet conccv<)jr 
que le plan tourne autour des deux surfaces, sans cesser de les toucher 
l’uuc et l’autre. 11 ne sera plus lilrre, comme auparavant, de se mou- 
voir dans toutes sortes de sens ; et il ne pourra plus le faire que dans 
un seul. A mesmx* que le plan changera de position , les deux {>oints 
de contact sc moiivront chacun sur la surface à laquelle il appartient; 
de manière que si l’on conçoit une droite menée par ces deux points, 
leurs. mouveniens seront dans le même sens par rapport à cette droite, 
quand le plan touchera les deux surfaces du même cdté ; et ils seront 
dans des sens contraires , quand le plan touchera les deux surfaces , 
l’une d’un côté, i’autr^Ae l'autre. EuCii concevons qne ce mouvement, 
qui est le seul <pii piiijr encore, avoir lieu, continue jusqu’à ce que le 
plan touclic la troisième' surface en uii certain point ; alors la po.sltion 
du plan ser.a arrêtée , et il ne pourra plus se mouvoir sans cesser d’être 
tangent à l’une des trois surfaces. 

On voit donc que pour détennintr la position d’un plan au moyen 
de contacts indétemiuiés avec îles surfaces courbes données, il en faut 
en général trois. Ainsi , si Von se jjroposolt de mener un plan tangent 

à 
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ù une surface courbe donnée , cette condition n’éijuivaudroit qu’ü une 
seule des trois auxquelles le [>lan peut satisfaire : on jjourroit donc 
• encore en prendre deux autres à volonté, et jiar exemple, faire passer 
le plan par deux points donnés , ou , ce qui revient au même, par une 
droite donnée. S'il ialloit que le jrlan lût tanjrent en même temps à 
drâx surl'aces , il y auroit deux conditions employées j il n’y en auroit 
plus qu’une disponible, et l’on ne pourroit assujettir' de plus le plan , 
qu’à .passer par un point donné. Enlin , si le plan devoit toucllfer en • 
, même temps trois surfaces ^loniiées, on ne [Kiurroit plus disposer d’au- 
cune condition , et sa position scroit déterminée. 

Ce que nous venons de dire regarde les surfaces courbes en général ; 
il faut néanmoins en excej>ter ce qui a ra]>port à toutes les surfaces 
cylindriques, à tosues les surfaces coniques, et a toutes les surfaces 
développables : car , pour ce genre de surl'aces , le contact avec un plan 
n’est pas réduit à un jjcrint unique ; il s’étend tout le long d’une droite 
indéfinie, qui se confond avec la génératrice dans une de ses positions. 

La propriété qu’auroit un plan de toucher ufic seule de ces surfaces 
équivaudroit à deux conditions, puisqu’elle l’assujetUroit à passer par 
une droite ; et il ne r«>steroit plus qu’une seule condition disponible , ^ 

comme , par •xemple, de passer par un point donné. On ne pourroit 
doué pas proposer de mener un plan qui fût en même temps tangent à 
deux de ces surfaces , et à plus forte raison ■•à trois , à moins qu’il n’y 
eût quelques circonstance^ pai tioolières qui .rendissent ces conditions * 
compatibles. » • 


33 . Il n’est peut-être pas inutile, avant qne d’aller plus loin, de 
donner quelques exemples do la nécc.ssilé^où l’on juut être de mener 
des plans tangens à 4IA surfaces courbes par des jioints pris au dehors 
* d’elles. Nous ]>rendrons le premier de ces exemples dans la construction 
des fortifications. , . * 

larr^iu’on expose les principes îfénéraux de la fortification , on sup- 
pose d’abord'<|\ie, dans tous les sens , le tjerraln qui environne la place 
forte à la portée du canon , soit hckri/.onial, et ne ]iré.sente aucune émi- 
nence qui puisse donner quelque avantage à l’assiégeant. Luis, 'dans 
cette hypetlièse , on détermine le tracé du corps» de place , des demi- 
lunes, des chemins couverts, et des ouvrages avancés ; et l’on indique 
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les coininandemens que les clilKrentcs parties de la /ortilicatioii doivent 
avoir les unes sur les autres , afin qu’elles contribuent toutes , de la 
manière la plus efficace , à leur défense réciproque. Ensuite , pour faire 
l’application de ces principes au cas où le terrain qui environne la place 
picsenteroit quelque hauteur dont l’assiégeant pourvoit profiter, et de 
laquelle il fiiudrqit <|ue la fortification fût défilée, il ne reste plus qu’iiîie 
considération nouvelle. S'il n’y a qu’une seule hauteur, on choisit dans 
la jd.ace deux points par lesquels on coiitjoit iin plan tangent à la .hau- 
teur do latjuclle on vent sp défiler : ce plan tangent se nomiiie plan de 
défilement ; et l'on donne à toutes les parties de la fortification le même 
.relief au-dessus du'plan dé «lélileuiont , qu’elles auroient eu au-dessus 
du plan horizontal, si le teiraiii eût été de niveau : par là elles ont les 
unes sur les autres, et foutes ensemhle sur fa hauteur voisine , le même 
coinmandeiucnt que sur un terrain horizontal ; et la fortification a les 
mêmes avantages que dans le 'premier cas. Qurfnt au choix des deux 
points par lesquels doit passer le plan de défilement, il doit satisfaire 
aux deux conditions ''suivantes : i®. que l’angle formé par le plan avec 
l’horizon soit le plus petit possible , afin que les 'terre-pleins ayant moins 
de pente , .service de la défense rencontre moins de dilHcnltés } 2®. que 
le relief de la fortification au-dessus du terrain naturcl^soit aussi le 
plus petit possible , afin que sa construction entraîne moins de travail 
et moins de dépense. * 

'Si, dans les environs de la place, il y a dqux'hautenrs desquelles la 
fortification doiv# être en même temps défilée , le plan de défilement* 
doit être en même tèmps tangent aux surfaces de ces deux éminences : 
il ne reste pins poui*fixer sa position qu’une seule condition disponible , 
et l’on en dispose ; c'est-à-slire , on choisit dans fa place le point par 
lequel ce plan doit passer, df manière que l’oii sàtiffasse le mieux pos- 
sililo'aux conditions énoncées dans le premier cas. 

* 

.34. Le second exemple que nous rapporterons sera encore pris dans 
la peiiitiite. . 

Les surfaces des corps, sur-tout lorsqu’elles sont polies, présentent des 
point.? brillans, d’un .éclat comparable à celui du coqjs lumineux c|ui 
les éclaire. La vivacllë de ces points est d’autant plus grande», et leur 
étendue est d’autant, plus petite , que les surfaces sont phis polies. 
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Lors([uc les surfaces sont inaltes, l<s pointa bjillans ont beniiconp moins 
d éclat , et ils occupent une partie plus grande de la surface. 

l'our chaque surface, la po&itiou du point Inillant est dctermincc 
par la condition suivante: que le rayon de lumière incident, et Je 
rayon réfléchi dirigé à l’œil du spcctnteiu', soient dans un même plan . 
perpendiculaire aü plan tangent on ce point, et fassent avec ce i)!an 
des angles égaux , parce que le point brillant du la surface fait fonction 
de miroir , et renvoie à l’œil une partie de l’iinagp de l’objet lumineux. 

I.a détermination de ce point e.xige une extrême précision 5 et quand 
même le dessin seroit de la plus grande correction , quand même les 
contours apparens seroient tracés avec une cx.actilude iiiathémalique , 
la moindre erreur commise dans la position du point brillant en np[ior> 
teroit de très-grandes dans l’apparence des formes. Nous n’en appor- 
terons qu’une seule preuve , mais bien frappante. 

La surface du glol'tc de l’œil est polie ; elle est de plus enduite 
d’une légère couche d’humidité qui en rend le poli plus parfait ; aussi 
lorsqu’on observe un œil ouvert , on voit sur sa stuface un point brillant 
d’un grand éclat, d’une très-petite étendue, et dont la position dépend 
de celles de l’objet éclairant et de l’observateur. Si la surface de l’œil 
étoit parfaitement sphérique, l’œil pmirroit tourner autour do son axe 
vertical, sans que la position du iK>iiit brillant éprouvât le inoimlre 
changement ; mais cotto surface est alongée dans le sens de l’axe de la 
vision J et lorsqu’elle tourne autour de l’axe vertical , la position du 
point brillant change. Un' long exercice nous a\>ant rendus très-sen- 
sibles à ce changement , il entre pour beaucoup dans le jugement que 
nous portons sur la direction du gloire de i’œil. C’est principalement 
par la dillérence des positions des points brillans sur les globes des 
deux yeux d’uiie personne, f[ue nous jugeons si elle louche ou si elle 
ne louche pas; que nous reconiioissons qu’elle nous regarde, et, lors- 
qu’elle ne nous regarde pas, de quoi côté elle porte la vue. — - 

En rapportant cet exemple , nous ne prétendons pas que dans un 
tableau^il faille déterminer géométriquement la position du j>oint brillant 
sur le gloljo de l’œil ; nous avons seulement l’intention de faire voir 
comment do légères erreurs dans la position de ce point en apportent 
de considérables dans la forme apparente de l’objet, quoique d’ailleurs 
le tracé de son contour apparent reste le même. 

F 2 
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35. Passons actuellement à la détermination des plans tâiigens aux 
surfaces courlies , menés par des points pris au dehors d’elles. 

La surface de la sphère est une des plus simples (jue l’on puisse 
considérer ; elle a des générations communes avec un grand nombre de 
surfaces differentes : on pourroit , ])ar exemple , la ranger parmi les 
surfaces de révolution , et ne rien dire de particulier jKiur elle. Mais 
sa régularité donne lieu à des résultats reraai'quahles , dont quelqucs- 
ims sont piquans par leur nouveauté , et dont nous allons nous occuper 
d’abord, moins pour eux-mêmes, que pour acquérir , dans l'observation 
des trois dimensions, une habitude dont nous aurons besoin pour des 
olijets plus généraux et plus utiles. 

36. Première question. Par une droite donnée mener un plan, tan- 
gent à la surface d’une sphère donnée? 

Solution. Première manière. Soient A et a [Jlg. i6 ) les deux pro- 
jections du centre de la sphère ; BCD, la projection du grand cercle 
horizontal; EF et e/' , les deux projections indéfinies de la droite don- 
née. Soit conçu ]iar le centre de la sphère un plan perpendiculaire 
à la droite , et soient construites par la méthode que nous avons don- 
née 6) , les projections G et " du point de rencontre de la droite avec 
le plan. 

Cela posé , il est évident que par la droite donnée on peut mener à 
la sphère deux plans tangens dont le premier la touchera d’un côté , 
le second la touchera de l’autre , et entre lesquels elle sera placée ; ce 
qui déterminera deux jioiuts de contact dilférens, dont il s’agit d’abord 
de construire les projections. 

Pour cela , si du centre de la sphère on conçoit une perpendicu- 
laire abaissée sur chacun des deux plans tangens , chacune d’elles abou- 
tira au point de contact de la surface de la sphère avec le plan corres- 
pondant } et elles seront toutes deux dans le plan perpendiculaire à la 
droite donnée : donc les deux points de contact seront dans la^ section 
de la sphère par le plan perpendiculaire ; section qui sera la circon- 
férence d’un des grands cercles de la sphère, et à laquelle seront tan- 
gentes les deux sections faites dans les plans tangens par le même 
plan. 


Digitized by Google 


C JÊ O M t n r K » k s c n i i> t i v e. 

Si dans le plan peipendiculaire , et par le centre de la sphère , on 
conçoit une horizontale , dont on aura la projection verticale en menant 
l’horizontale a h , cx. dont on aura l’autre projection en abaissant sur EF 
la perpendiculaire A H ; et si l’on éonçoit que le plan perpendicuJaiiu 
tourne autour de cette horizontale coinine charnière, jusqu’à ce qu’il 
devienne lui-même horizontal; il est évident que sa section avec la sur- 
face de la sphère viendra se confondre avec la circonférence BC D , que 
les deux points de contact seront alors sur cette circonlcrcnce , et que 
. si l’on constmisoit le point J , où la rencontre du plan perpendiculaire . 
avec la droite donnée vient s’appliquer par ce mouvement , les tan- 
gentes JC, Jl), menées au cercle BCD, déterhiineroient ces deux 
points de contact dans la position où on les considère alors. Or il est 
facile de construire le point J, ou, ce qui revient au même, de trou- 
ver sa distance au point 11 : car la projection horizontale de cette dis- 
tance est G H , et la dif férence des hauteurs verticales de ses extrémités 
est gg •, donc , si l’on porte GH sur l’horizontale ah àc g h , l’hy- 
poténuse h g sera la grandeur de cette distance ; donc , portant g h 
sùr EF de H en J , et menant les deux tangentes JC, JD, les deux 
points de contact C , D , seront déterminés dans la position qu’ils ont 
pris , lorsque le plan perpendiculaire a été abattu sur le plan hori- 
zontal. 

Actuellement , pour trouver leurs projections dans la position qu’ils 
* doivent avoir naturellement , il faut concevoir que le plan perpendi- 
culaire retourne à sa position primitive , en tournant encore autour 
de l’horizontale AH comme charnière , et qu’il entraîne avec lui le 
point J, les^leux tangentes JC, JD, prolongées jusqu’à ce qu’elles 
coupent AH en des points K, K', et la corde CD qui coupera aussi 
la même droite A H en un point N. H est évident que , d;uis ce mou- 
vement , les points K , K' et N , qui sont sur la charnière , seront 
fixes , et c[ue les deux points de contact C , D , décriront des arcs de 
cercle qui séront dans des plans perpendiculaires à la charnière, et 
dont on aura les projections horizontale^ , en abaissant des points C, D , 
sur AH, les perpendiculaires indéfinies CP , DQ. Donc les projections 
horizontales des deux points de contact se trouveront ^ir les deux 
•droites CP, DQ. Mais dans le mouvement rétrograde du plan per- 
pentficulaire , les deux tangentes JC K’, J KD, ne cessent p.os de passer 
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par les points de contact respectifs; et lorsque cç plan est parvenu dans 
sa position primitive, le point J se trouve de nouveau projeté en G, 
et les deux tangentes sont projetées suivant les droites G K', G K. 
Donc ces deux dernières droites doivent aussi contenir chacune la pro- 
jection horizontale d’un des }>oinls de contact ; donc enfin les inter- 
sections de ces deux droites avec les droites respectives CP , I)Q , 
détermineront les projections horizontales R et S des deux ]x>ints do 
contact qui se trouveront avec le point N sur une même ligne droite. 

Pour trouver les projections verticales des mêmes points, on mènera 
d’abord sur L M les perpendiculaires indéfinies II r, Ss ; puis, si l’on 
projette les points K , K', en C, /L' , et si par le point ^ on mène les 
droites ff /: , , on aura les projections verticales des deux mêmes 

tangentes. Ces droites contiendront donc les projections des points de 
contact respectifs; donc les points r, s de leurs intersections avec les 
verticales Rr, Sx, seront les projections demandées. _ 

Les jirojeciions horizontales et verticales des deux points de contact 
étant trotivées , pour construire sur le plan horizontal les traces des 
deux jiVsns tangens , on concevra par chacun des points de contact 
une parallèle à la droite donnée. Ces droites si’ront dans les plans tan- 
gens respcctil's , et l’on aura leur projection liorizontale et vertic;ile 
cil menant RU, SV, par.allèles à EF, et ru , s f, parallèles à ef. On. 
construira sur le plan horizontal la trace T de la droite donnée , 
et les traces U , V des deux dernières droites , et les droites TU, T V , ^ 
seront les traces des deux plans tangens. 

Au lieu de concevoir , par les points de contact , de nonvellcs lignes 
droites , on pourroit trouver les traces dos deux tangentc^l^R , G S , qui 
renqdiroient le même but. Quant aux traces des deux mêmes plans avec 
le plan vertical , on les trouvera par la méthode que nous avons déjà 
souvent employée. 

Cetle solution pourroit être rendue beaucoup plus élégante, en fai- 
sant passer les deux plans de projections par le centre même de la 
sphère. Par là les deux projections de la splière se confondroieut dans 
le niêine cercle , et les prolongeinens des lignes droites seroient moins 
longs. Nou#ti’avons séparé les deux projections que pour mettre plus 
do clarté «lahs l’exposition. Il est facile actuellement de donner à la 
Construction toute Li concision dont elle est susceptible. 
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37. Seconda marùùrc. Soient A et alfy- 17 ) les deux projections du 
centre de la sphère , A B ou a i son rayon, B G D la projection de son 
grand cercle horizontal , et E F , ef, les projections de la drtiite donnée. 
Si l’on conçoit le plan du grand cercle horizontal prolongé jusqu’à ce 
qu’il couf)p la droite donnée en un certain point, on aura la projec- 
tion verticale de ce plan en menant par le point a l’horizontale indé- 
finie l>og; le point où cette horizontale coupera cf, sera la pro- 
jection Terticalc du point de rencontre du plan avec la droite donnée, 
et l’on aura la projection horizontale G de ce point , en projetant g 
sur EF. 

Cela {Kisc , si , en prenant ce môme point pour sommet , on conçoit une 
surl'ace conique qui enveloppe la sphère , et dont toutes les droites géné- 
ratrices la touchent chacune en un point , on anra les projections des 
deux droites génératrices horizontales de cette surface conique en me- 
nant par le point G les deux droitesGC, GD , tangentes au cercle BCl), 
et qtii le toucheront en deux points G , D , qu’il sera facile de détermi- 
ner. La surface conique touchera celle de la sphère dans la circonfé- 
rence d’un cercle, dont la droite CD sera le diamètre, dont le j>lan 
sera j)erpendiculairc à l’axe du cône, et par conséquent vertical , et dont 
la projection horizontale sera la droite CD, 

Si par la droite donnée ou conçoit deux plans tangens à la surface 
conique , chacun d’eux la touchejra suivant une de ces droites généra- 
trices, qui sera eu même temps sur la surface conique et sur le plan } 
et parce que cette droite génératrice touche aussi la surface de la sphère 
en un de ses points qui se trouve sur la circonférence du cerp’e 
])rojeté en CD, il 's’ensuit que ce p^mt est en même temps sur la sur- 
face conique , sur le plan qui la touche , sur la surface de la sphère 
et sur la circouférence du cercle projeté en CD, et qu’il est un point 
de contact commun à tous ces objets. Donc, i<*. les deux plans tangens 
à la surface conique sont aussi tangens à la surface de la spiièrc, et 
sont ceux dont il faut déterminer lu position ; 2®. leurs points de contact 
avec la sphère, étant dans la circonférence du cercle projeté en CD, 
seront eux-mêmes projetés (|uelque part sur cette droite } 3 ®. lu droite 
qui passe par les deux points de contact , étant comprise dans le plan du 
même cercle, sera projetée elle-même iiuléfinuuent sur CD. 

Actuellement faisons pour le plan d’un grand cercle parallèle à celui 
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lie la projection verticale , la même opération que nous venons de faire 
pour le i>iau dn grand cercle horizontal. La projection horizontale de 
te plan sera la droite B AH , indéfiniment parallèle à LM ; le point 
où il rencontre la droite donnée , sera projeté horizontalement à l’in- * 
tersection H des deux droites EF , BAH ; et l’on aura sa< projection 
verticale en projetant le point H sur <?y'en h. Si l’on conçoit une nou- 
velle surface conique dont le sommet soit en ce point de rencontre , et 
qui enveloppe la sphère comme la jneniière , on aura les projections ver- 
ticales des deux droites génératrices extrêmes de cette surface , en me- 
nant par le point h au cercle éKI les tangentes AK, AI, qui le tou- 
cheront en des points K , I , que l’on déterminera. Cette seconde sur- 
face conique touchera celle de la sphère dans la circonférence d’un 
uouvc.aii cercle dont K I sera le diamètre , et dont le plan , qui sera 
perpendiculaire à celui de la projection verticale , sera par conséquent 
projeté indéfiniment sur KL La circonférence de ce cercle passera aussi 
par les deux points de contact de la sphère avec les plans tangens de- 
mandés ; donc les projections verticales de ces deux points de contact 
seront quelque part sur Kl; donc aussi la droite qui joint ces deux 
points , sera ]>rojetéc sur la même droite Kl. 

Ainsi la droite menée par les deux points de contact est proje- 
tée horizontalement sur CD, et verticalement sur Kl; elle rencontre 
le plan du grand cercle horizontal en,mi ]ioint , dont la projection ver- 
ticale est à l’intersection « de K 1 avec bag, et dont on aura la pro- 
jection horizontale N en projetant le point-w sur CD. 

Cela fait , concevons que le plan du cercle vertical , projeté en C D , 
tourne autour de son diamclre ^izontal comme chainière , pour de- 
venir lui-même horizontal, et qu’il entraîne avec lui, dans son mou- 
vement , les deux points de contact par lesquels passe sa circonférence , 
et la droite qui joint ces deux pohits. On construira ce cercle dans cette 
nouvelle position , en décrivant sur C D comme diamètre, le cercle CPDQ ; 
et si l’on construisoit la position que prend la droite des deux points do 
contact, elle conperoit la circonférence CPDQ en deux points , qui les 
déterinineroient sur cette circonférence considérée dans sa position hori- 
zontale. 

Or, le point N de la droite des deux contacts, étant sur la char- 
pière CD , ne change pas dp position dans le mouvement. Cette droite 

doit 
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doitilonc encore pawer par ce point , lorsqu’elle est devenue horinon- 
talc. De plus , le point où elle rencontre le plan du grand cercle pa- 
rallèle à la projection verticale, point dort la projection hoiizontule 
est à la rencontre O des deux droite# CD, B Ali, et dont on aura 
la projection verticale î en projetant le point O sur KIj ce point, dis- 
je , dans son inoureinent autour de la charnière CD , décrit un quart de 
cercle vertical perpendiculaire à (-D, et dont le rayon est la verti- 
cale ot; donc, si on mène par le point O une perpendiculaire à CD, et 
si sur cette perpendiculaire on porte o r de O eu '1 , le point T sera un 
de ceux de la droite des contacts , lorsqu’elle est devenue horizontale. 
Donc , si par les points ÏT et T on mène une droite , ses deux points 
de rencontre P,Q, avec la circonl'érence CPDQ, seront les deux 
points de contact considérés dans le plan vertical abattu. 

Pour avoir les projections horizontales des deux mêmes points" dans 
leurs positions naturelles, il faut concevoir que le cercle CPDQ 
retourne dans sa position primitive en tournant sur la même char- 
nière CD. Dans ce mouvement, les deux points P,Q décriront dos 
qimrts de cercle dans d:s plans verticaux, perpendiculaires à CD, et 
dont les projections horizontales seront les perpendiculaires P R et QS, 
abaissées sur C D. Donc les projections horizontales des deux points de 
contact seront respectivement sur les droites P R. et QS^: or nous 
avons vti qu’elles dévoient être aussi sor CD; donc elles seront aux 
deux points de rencontre R et S. 

On aura les projections verticales r, s des deux mêmes points, en 
projetant les points R et S sur K 1 ; ou, ce qui revient au même, en- 
portant sur les verticales Rr, Ss, à partir de l’horizontale ù a g, r r 
égale à P R , et i’’ s égale à Q S. 

Les projections horizontales et verticales des deux points de contact 
étant constraites , on déterminera les traces des deux plans tangens , 
comme dans la première solution. 

Cette seconde solution peut aussi être rendue beaucoup plus concise 
en faisant passer les plans de projections par le centi’c de la sphère; 
ce qui réduit les deux projections à une même figure. 

38. Ces dernières considérations vont nous conduire à la découverte 
de ipiclqucs proj)riétés remarquables du cercle, de la sphère, des sec- 
tions coniques, et des surfaces courbes du second degré. ^ , 
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Nous venons de voir que les deux surfaces coniques circonscrites à 
la sphère la touclioieiit chacune dans la circonférence d’un cercle, et 
que ces circonférences passoient toutes deux par les deux points de 
contact de la sphère avec les plans tanj^ens. Cette propriété n’est point 
particulière aux deux surlaces coniques i|ue nous avons considérées ; 
clic convient à toutes celles qui auroient leur sommet dans la droite 
donnée, et qui seroient de nïôme circonscrites à la sphère. Donc, si 
l’on con<^oit une première surface conique qui , avant son sommet sur 
la droite donnée, soit circonscrite à la sphère, et si. l’o'n suppose que 
cette surface se meuve de manière «pie son sommet parcoure la droite, 
sans qu’elle cesse d’être circonscrite et tangente à la sphère ; dans cha- 
cune de ses positions, elle touchera la sphère dans la circonférence d’un 
cercle } toutes ces circonférences passeront par deux mêmes points qui 
seront les contacts de la sphère dvcc les deux plans tangens; et les plans 
de ces cercles sc couperont tous suivant une même ligne droite, qui 
sera celle des deux contacts. Enfin , si l’on conc|oit le plan mené par 
la droite donnée et par le centre de la sphère, ce plan, qui passera 
par les axes de toutes les surfaces coniques , sera per|)endiculaire aux 
fil.ins de tous les cercles de contact, et par conséquent à la droite qui 
est leur commune intersection ; et il cotqicra tous ceî plans dans des 
lignes droites qui p.asseront par un même point. 

Réciproquement étant données une s|ihcre et une ligne droite , si 
l’on conçoit par la droite tant de plans qu’on voudra , qui couperont 
la sphère chacun suivant un cercle , et si , pour chacun de ces cercles, 
on conçoit la surface conique droite do»t il seroit la base , et qui seroit 
circonscrite à la sphère , les sommets de toutes ces surfaces coniques 
seront dans une autre même ligne ilroite. 

39. En considérant seulement ce qui sc passe dans le plan mené p.or 
la droite donnéé et par le centré de la sphère, on est conduit aux deux 
propositions suivantes , qui sont des corollaires immédiats de ce qui 
précède. 

« Etant donnés dans un plan 18 et 19) un cercle dont le centre 
soit en A , et une droite quelconque B C ; si , après avoir mené par 
un point quelconque D de la droite deux tangentes au cercle, et la 
droite Js F qui passe par les_ deux points de contact, on conçoit que le 
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point D SC meuve le long de droite , et entraîne avec lui les deux 
•tangentes, sans qu’elles cessent de toucher le cercle : les deux points 
Be contaCt changeront de position, de même que la droite E F qui leS 
joint 5 niais celte droite passera toujours j>ar un môme point N qui so 
trouve sur la perpendiculaire A G , abaissée du centre du cercle ^ur la 
droite. 

» Réciprofpioment , si, par un point N pris dans le plan d’un cercle, 
on mène tant de droites EF qu'on voudra, ipii couperont chacune 
la circonférence du cercle en deux points , et si par ces deux points 
on mène au cercle deux tangentes ED, FD, qui se couperont quelque 
part en un point D , la suite de tous les points d’intersection trouvés 
de la môme manière sera sur une même ligne droite B G perpendi- 
culaire à A N. » ^ 

Ce n’est pas parce que tous les points de la circonférence sont éga- 
lement éloignés du centre, t[ue le cercle jouit de la propriété que nous 
venons d’énoncer , c’est parce qu’il est une courbe du second degré j et’ 
tontes les sections coniques sont dans le même cas. 

En effet, soient AEBF (/^. ao) une section conique quelconque, 
et C D une droite quelconque' donnée cLins son ]|jan : conccvdns que 
la courbe toiuno autour d’un de ses axes A B pour engendrer une 
surface de révolution , et concevons les deux plans tangens à cette sur- 
face menés par la droite CDj les deux plans auront chacun leur point 
de contact particulier. Cela posé, si , en prenant pour sommet un point 
quelconque H de la droite C D, on conçoit la surlace conique circons- 
crite et tangente à la surface de révolution , elle touchera cette dernière 
surlace dans une courbe qui passera nécessairement par les deux poinlÿ 
de contact avec les plans tangens. Cette courbe sera jdaiie ; son jilan, 
qui sera perpendiculaire à celui de la section conique donnée, sera 
projeté sur ce dernier, suivant une droite E F ; et cette droite passera 
par les points de contact des tangentes à la section conique, menées 
par le point II. Actuellement, si l’on suppose que le sommet H de la 
surface conitpie se meuve sur la droite C D , sans que cette surface 
Cesse d’être circonscrite et tangente à la surface de révolution; dans 
chacnne de scs positions, sa courbe de contact aura les mêmes pro- 
priétés de passer par les deux points de contact avec les plans tangens, 
d'être plane , et d’avoir son plan perpendiculaire h la section conique. 

■ G 2 
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Donc les plans de tonies les courbes d^y»ntuct passeront par la droite 
«jui joint les deux points de contact /^t qui est elle-inilrue perpendi- 
culaire au plan de la section conique ; donc enfin les prciections de 
tous les plans seront des lignes droites qui passeront toutes ]>ar la pro- 
jectioa N de la droite qui joint les deux points de contact, 

40. Enfin cette proposition n’est elle - môme qu’un cas particulier 
d’un autre plus general qui a lieu dans les trois dimensions, et que nous 
nous contenterons d’ënonccr ici. 

« Etant données dans l’espace une surface courbe quelconque du 
second degré, et une surface conique circonscrite qui la touebe , et 
dont le sommet soit en un point quelconijiie, si la surface conique se 
meut s^ns cesser d'ét^ circonscrite à la première .surface , et de la 
toucher, de manière cependant que sou soinmci parcoure une droite 
quelconque , le plan de la courbe de contact des deux surfaces passera 
toujours [lar une même ligne droite (qui sera déierniiucc par les contacts 
de la surface du second degré avec les deux plans tangeus ([ui passent 
par la droite des sommets ) } et si la surface conique se meut de ma- 
nière (fuc son sommet soit toujours dans un môme plan , le plan de la 
Courbe <le contact passera toujours par un môme point. » 

41. Deuxîènie question. Par un point donné , mener un ])lan tangent 
à lu fuis aux surfaces de deux sphères données? 

Solution. Soient K , a {Jtg. 21 ) les deux projections du centre de la 
première spJière , là, l> , celles du centre de la seconde, et C, c, celles 
du point donné. Après avoir mené les droites indéfinies AB, a b , 
proj*‘ctions de celle qui passerolt par les deux centres, et après avoir 
■construit les projections G E F , « «y, II I K , h i k , des grands cercles 
des denx sjrlièros parallèles aux plans de projections, on concevra une 
«urface conique circonscrite à la fois aux deux sphères, et qui les 
touche toutes doux. Cette .surface aura son sommet dans la droite qui 
passe par les deux centres. On mènera aux deux cercles G EF, III K, 
les deux tangentes communes E H , F K, qui sc couperont on un point D 
de la droite A B ; et ce point sera la projection horizontale du .sommet ' 
du cûiic : on aura la projection verticale' du môme point , en projetant 
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le point D en cl sur le prolonj^eiuent de a h. Enfin on mènera Ici pro- 
jections Cl), c d de la d^ite menée par le sommet du cône et par le 
point donné. Cela posé , ^ par cette dernière droite on conçoit denx 
plans tangens k la surface conique , ils la toucheront chacun'en une de 
ses droites génératrices ; et par consé'tiuent iPs seront tous deux tangons 
en mémo temps aux deux sfihèrcs. Ea question est donc réduis à mener 
par la droite qui passe par le sommet du cône et par le jioint donné 
deux plans tsngcns à la .surface d’une des sphères ; ce qui s’exécutera 
comme dans la question précédente , et les deux plans seront en môme 
temps tangens k la seconde sphèie. 

Il faut observer que l’on j)eut concevoir deux surfaces coniques cir- 
conscrites aux deux memes sphères, l.a première les enveloppe toutes 
deux en dehors , çt a son so.-uiuet au-di‘lk d’une des sphères par rap- 
port k l’autre : les plans tangens k cette surface coiiiqtic toucJiciit chacun 
les deux sphères du môme côté. La seconde surflice Conique enveloppe 
les 6|'hèrcs , l’une en dedans , l’autre en dehors , et a son sommçt entre 
les deux centres. On trouve la projection horizontale D' de ce sommet 
en menant aux cercles EFG et 11 1 K les deux tangentes intérieures 
qui se coupent en un point.de la droite A B ; et l’on a sa projection 
verticale eu projetant le point D' en d ' sur a h. Les deux plans tangens ' 
menés k.cette surface conique touchent aussi chacun les deux sphères} 
mais ils touchent Itv première d’un côté , et la seconde de l’autre. 
Ainsi quatre plans diffcreiis peuvent satLslkire k la question : pour deux 
d’entre eux , les deux spiièros sont du môme côté dit plan } pour les 
deux auties , elles sont de côtés dilférens. 

42 . Troisième question. Mener xm plan tangent en môme temps k 

• trois sphères données de gsandeurs et de positions ? 

Solution. Concevons le plan tangent en môme temps aux trois 
sphères, et imaginons d’abord une surface conique circonscrite aux 
deux premières sphères, et qui les louche toutes deux } le plan tangent 
toucliera cette surlace conique le long d’une de scs droites génératrices, ^ 
et passera j>ar le sommet du cône. Si l’on imagine une seconde surliice , 

• conique circonscrite k la première sphère et k la troisième, le môme 
plan tangent la touchera de mCiuc le long d’une de scs droites géné- 
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ratrices , et passera par conséquent jiar son sommet. Enfin , si l’on 
conçoit une troisième .surface conique qui eiij^ .isse et touche la seconde 
splière et la troisième, le plan tangent la tondiera encore le long d’une 
de scs droites géiiér.itriccs, et passera par son sommet. Ainsi les sommets 
des trois surfaces conifpics seront dans le plan tangent ; mais ils seront 
aussi dan!^*le plan qni passe par les centres dessjdicres, et qui contient 
les trois axes : donc ils seront en même temps clans deux plans dilfé- 
rens ; donc ils seront en ligne droite. 11 suit de là que si l'ten construit, 
comme nous l’avons indique dans la question précédente, les projections 
hori/ontales et verticales tle ces sommets , dont deux sufliscnt , on ponrra 
faire passer par ces projections celle d'une droite (jui se trouve sur le 
])lan tangent. La tpicstion se réduit donc à mener par une droite donnée 
r.n plan tangent à celle des troi.s sphères qu’on voudra ; ce qui s’exé- 
cutera par les méthodes précédentes , et ce plan sera tangent aux deux 
autres. 

43 . Il faut observer cpie , puisqu’on peut toujours concevoir pour deux 
sphères quclconcpies deux surfaces couiciucs qui les enveloppent et les 
touchent toutes deux, la première ayant son sommet au-delà d’im des 
centres par rapport à l’autre, la seconde ayant sou sommet entre les 
deux centres , il est évident que , dans la question précédente , H y aura 
six surfaces coniques, dont trois seront circonscrites en dehors aux trois 
sphères prises deux à deux, et dont trois auront leurs sommets entre 
les sphères. Les» sommets de ces six cAnes seront dlstrilniés trois ])ar 
trois sur quatre droites, par chacune,dcsquellcs on pourra mener deux 
plans tangens en même temps aux y-ois sjihères. Ainsi huit plans 
cliffërcns satisfont à cette troisième question : deux d’entre eux touchent 
les trois .sphères du même côté par rapport à eux ; les .six autres sont 
tellement placés, qu’ils touchent deux des sphères d'un coté , et la troi- 
sième de l’autre. 

44- Ces considérations nous conduisent à la proposition suîv.anto: 

«t Trois cercles quelconques étant donnés de grandeur et de position 
sur nn plan ( f!g. 32 ) , si , en les considérant deux à deux , on leur mène 
les tangentes extérieures prolongées jusqu’à ce qu’elles .se coupent, les 
trois points d’intersection D,E, F, qu’on obtiendra de celte maiiicre, 
seront eu ligne droite. » 
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Car, St l’on conçoit k-s trois split-res dont ces cercles sont les grands 
cercles, et un plan (jui les touche toutes les trois extcrieurcment, ce 
plan touchera aussi les trois surfaces conicjues circonscrites aux sphères 
considérées deux à deux, et passera par leurs trcûs sommets D, li,F. 
Mais ces trois sommets sont aussi sur le plan tles trois centres : donc 
ils sont sur deux plans dif'férens, et par conséquent en ligne droite. « Si 
aux mêmes cercles, considérés -deux à deux , on mène les tangentes iii- 
térieuresqul se croiseront, les troisnouveanx points d’intersection G, IJ, I, 
seront deux à deux en ligne droite avec un des trois premiers } en sorte 
que les six points l), E, F, G, H, I seront les intersections de quatre droites. « 
lliifin cette proposition n’est qu’un cas pai ticuLier de la suivante, qui a 
lien dans les trois dimensions. 

« Quatre sphères quc'coïKjues étant données de grandeurs et dépositions 
dans l’espace , si l’on conçoit les six snrlaccs coniques qui sont circons- 
crites extérieurement à ces sphères considérées deux à deux, les sommets 
des six cônes seront dans un iiiômo plan et*aux intersections de quatre 
droites ; et si l’on conçoit ks six autres .surfaces coniques circonscrites 
intérieurement, c’est-à-dire, qui ont leurs sommets entre les centres 
de deux sphères, les .sommets de ces six nouveaux cônes seront trois 
par trois dans un même plan avec trois des premiers. » 

« 

45 . Quatrième question. Par un point pris arbitrairement, mener un 
plan taaigent à une surface cylindriajue donnée f 

» • 

Solution. Soit El F K la trace de surface cylindrique 

sur le plan hori/.ontal ; trace (|ue nous supposons donnée. Soient AB, 
aù, les deux projections données de 1a droite à laquelle la génératrice 
doit toujours être parallèle, et C, c, celles du point donné. Si par ce 
point on conçoit une parallèle à la droite généi-airico, cette droite sera 
dans le plan tangent demandé; et les points dans lesquels elle coupera 
les plans de projections .seront sur les traces du plan tangent. Donc, si 
par ce point C on mène CD j>arallèle à A B, et jiar le point c, cd pa- 
rallèle à n 5 J on aura les deux projection.s de cette droite; et si, après 
avoir prolongé c d ju.sqn’à ce qu’elle rencontre LM en un point d , on 
projette le point il en D sur D, le point D .sera la rencontre de cette 

ilroite avec le plan horizontal, et par conséquent un point de la trace 

* 
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, du plan taiif’cnt. Or la trace horizontale du plan tanj’ent doit titre 
tangente à la courbe El FK ; donc, si par le point 1) on mène à cette 

conrl)C toutes les tangentes possibles, DE, DI' etc., on aura les 

tmees horizontales de tous les plans tangens qui peuvent passer jiar le 

point donné. Si par les points de contact E , E etc. , on mèho 

à AB les parallèles indéfinies E G , Eli... etc., on aura les projections 
horizontales des droites génératrices , dhns loscueUcs les diflércns plans 
tangens touchent la surface cylindrltjue ; enfin on anra les projections 
verticales c g, /h... etc., de ces génératriccc on de cesilroites de contact, 
en projetant les points E, F.... etc., sur le plan ■•vertical en e ,f... etc., 
et en mcmuit par ces derniers points des jiaralléles indéfinies à a h. 
Quant aux traces des plans tangens sur le plan vertical , on les trouvera 
par le procédé de la figure la. 

_4d. Clnquit me question.^ Par un point pris arhitrairemont , mener 
un plan tangent à une surface conique donnée ? 

Comme la sohillon de cette fpiestion iliffère très-pen de celle de la 
précédente, nous nous contenterons d’en indiquer la construction dans 
la fgurc 24 , OH la courbe E G F H est la trace donnée de la surface 
Conique , où A et a sont les projections données du .sommet , et où C 
et c sont celles du point donné par lequel le phin tangent doit pa.sser. 


47. Sixième question. Par une droite donnée, mener un plan tangent 
à une surface de rév||||U.un demnée? • 


Solution. Nous .supposerons que l'axe de la surface de révolution 
soit perpendiculaire ù un des ilenx plans de projections ; ce qui n’al- 
térera pas la généralité de la solution , parce cpi’on e.st toujours le 
maître de dl.sposer de la position de ces .plans , de uianière que cette 
condition soit remplie. 

Soient donc A {fgi5) la projection horlzoïUale donnée de l’axe de 
la surface, u a sa projection verticale, apid la courbe génératrice 
de la surface, et BC, ôc les deux projections données de la droite 
par hujuelle le plan tangent doit passer. l)n point A soit alwiis.séo 
»vu' B C la perpendiculaire AD, qui scia la projection horizontale de 
la pins courte distance entre l’axe et lu droite donnée , et soit projeté 
le point D en t/ sur Vf. , A * Gela 
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Cela posé, concevons tl’abonl que le plan tangent soit mené ; puis 
supposons qtie la droite iloiuiée tourne autour de Taxe do révolution , 
sans changer de distance à cct axe, sans changer d’inclûiaison sur le 
plan horizontal, et <|u’flle entraîne avtc elle le plan langent, de ma- 
nière qu’il touche toujours la surface : il est évident qu’en vertu de ce 
mouvement le point de contact de la surface et du plan changera do 
position : mais, parce que le plan tangeut garde toujours la inOme 
inclinaison , ce point de contact ne changera pas de hauteur sur la 
surface, et il se mouvra dans la circoiiférince d’un cercle horizontal, 
dont lé centre sera dans l’axe. De plus, la droite donnée engendrera 
par son mouvement une seconde surface de révolution autour du mCiuo 
axe , à' laquelle le plan langent sera lui- mCmc tangent dans toutes ses 
positions. 

Eu elfet , concevons un pl.-in par l’axe et par le point de contact du 
plan tangent avec la première surface ; ce plan coupera la droite géné- 
ratrice en un point qui sera celui du contact du même jdan tangent 
avec la seconde} car, indépendamment de la droite génératrice par 
laquelle il passe en ce point , il passe encore par la tangente du cercle 
horizontal au même point , puisqu’il passe aussi par la tangente du 
, cercle horizontal au point de contact avec la première surface, et que, 
par la propriété des surfaces de révolution , ces deux tangentes sont 
parallèles. 

Comme c’est au moyen de la seconde surface de révolution que nous 
devons résoudre la question , il est nécessaire de constniire la courbe 
suivant laquelle elle est coupée p.ar un plan mené par l’axe } et nous 
Supposerons c|uc ce plan soit parallèle au plan vertical de projection , 
et par conséquent projeté sur le plan horizontal dans une droite A F 
parallèle à L M. , 

Soit pris sur la droite donnée un point quelconque , dont les pro- 
jections soient E et e , et cherchons le point dans lequel il rencontre 
le [)lan de la section dans son mouvement. D’abord ce point décrira 
autour de l’axe de révolution un erc de cercle horizontal, dont on 
aura la projection horizontale en décrivant du point A comme centre, 
et de l’intervalle A E, l’arc E F, justpi’à ce qu’il rencontre la droite A F 
qiK'lijiie part en un |>oint F } et on aura la projection verticale de cet arc 
en menant par le point e l’horizontale imléfmic e f. Le point F sera donc 
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la projection horizontale de la rencontré du point décrivant avec le 
plan de la section : donc, si l’on projette le point F en y sur e f\ le 
point y sera la projection verticale de cette rencontre , et par consé- 
(juent un point de la section. Si on lait les mêmes opérations par tant 
d’autres points qu’on voudra, pris sur la droite donnée, on aura 
autant de points r, n, par lesquels on fera passer la courhe 

demandée. 

Cela fait , supposons que la droite donnée et le plan tangent , par 
leur rotation simultanée autour de l’ave , soient parvenus dans une 
position telle que le plan tangent soit perpendiculaire au plan vertical 
de projection. Dans cette position , la projection sur ce plan sera une 
_ ligne droite , et cette droite sera tangente en même temps aux deux 
courbes api a'\ gj rn. Si donc on mène à ces deti.x courbes toutes les 
tangentes communes, telles que gi, np, on aura les projections de 
tous les plans tangens f|ui satisfont à la question , et considérés dans 
la position qu’ils ont prise, lorsijue par la rotation ils sont devenus 
successivement perpendiculaires au plan vertical. Les poipts de contact i,p 
de ces tangentes ,_ avec la génératrice de la première surface, détermi- 
neront les hauteurs de ceux de cette surface avec tous les plans tangens: 
par conséquent, si par ces points-on mène leshorizoutdes indéfinies//, y? .v, 
elles contiendront les projections verticales des points de contact de la 
surface avec les plans ; et si du point A comme centre , et avec des ravons 
égaux respectivement à it et à ps, on décrit des arcs de cercle IK, PQ, 
ces arcs contiendront les projections horizontales des mêmes points. Il 
ne reste donc plus, pour achever de les déterminer, qu'à trouver sur 
quels méridiens de la suriacc de révolution ils doivent se t/ouver 
c'est ce à f[uoi doivent servir les points de contact ÿ, n. 

Pour cela , après avoir projeté les points g, n , sjjr AG, en G et N , 
si du point A comme centre, et avec des intervalles successivemeut 
égaux à A G et AN, on décrit les arcs de cercle G 11, NO, jusqu'à 
ce qu’ils coupent la droite B C en des points II et O, ces arcs expriment 
la quantité de rotation que , pour chaf|ue plan tangent , la droite qui 
passe par scs contacts avec les deux surlàces, a été obligée de faire pour 
se transporter dans le plan vertical parallèle à celui de jirojcction. 
Donc on aura les projections horizontales du ces mêmes ilroites , consi- 
dérées dans leurs positions naturelles , eu menant par le point A les 
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droites A II , A O ; donc enliii les points K , O, où les dernières droites 
couperont les arcs correspondans IK, PQ, seront les jirojections hori- 
z^iilales des points de contact de la première snriace avec les plans 
tangens menés par la droite donnée. * 

Quant aux projections verticales des mêmes points , on les aura en • 
]>rojetant les points K, Q, eu k, q , sur les horizontales respectives it 
et P s. 

Les projections horizontales et verticales des points de contact étant 
déterminées , on construira les traces de tons les plans tungens, par les 
mêmes méthodes que nous avons déjà employées. 

Cette méthode peut facilement se généraliser et s’appliquer anx sur- 
faces engendrées par des cour hes quelconques, constantes de formes et 
variables de positions dans l’espace. 

I I r. ■ 

Drs ïnterscct'ions des surfaces courbes. 

48. Lorsque les générations de deux surfaces courbes sont entière- 
ment déterminée^ et connues; lorsque, pour chacune d’elles, la suite 
de tous les points de l’espace par lesquels elle passe n’a plus rien d’ar- 
bitraire ; lorsque pour chacun de ces points, une des deux projections 
étant prise à volonté , «l’autre projection peut toujours être construite ; 
si ces deux surfaces ont quelques points communs dans l’espace , la po- 
sition de tous ces points communs est absolument déterminée ; elle dé- 
pend et de la forme des deux surfaces courbes , et de leurs positions 
respectives ; cl elle est de nature à pouvoir toujours être déduite de la 
délinltîon des générations des surfaces , dont elle est une conséquence 
nécessaire. 

La suite de tous les points communs i deux surfaces courbes détermi- 
nées forme en général dans l’espace une certaine ligne courbe qui , 

' pourdes cas très-parliculiei's , peut se trouver dans un certain plan, et 
n’avoir qu’une seule coiirljure , qui, pour des cas inliniment plus par- 
ticuliers, pçut devenir une ligne droite, et n’avoir aucune courbure; 
eiifm qui , pour des cas infiniment plus ]>articnliers encore , peut se 
réduire à un point unique ; mais qui, dans le cas général , est ce qu’on 
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nomme courho à t'.oublc courbure , parce qu’elle panicipc orJiiiaîrc- 
inent clos courl)ures lies deux surlâces courbes , sur clucune desquelles 
elle se trouve en mOms teiiq>s , et dont elle est l’intersection counmine. 

* 

49. 11 existe entre les opérations de l’analyse et les mélliodes de la 
{jcoinétrie descriptive , 'une correspondance , dont il est nécessaire de 
donner ici une idée. 

Dans l’alf^ébre , lorsqu’un problème est mis en équations , et qu’un 
a autant d’équations q>ie d’inconnues, on peut ((nijours obtenir le nièiiie 
nombre d’cqualions , dans chacune des(jucllcs il n’entre qu’une des 
inconnues ; ce <|ui met h portée de connoître les valeurs de chacune 
d’elles. léopératiou par laquelle ou parvient à ce Init , et qui s’appelle 
éliiuluation , consiste , au moyen d’une îles équations , à clia.sscr une des 
inconnues de tontes les autres équations; et en ebiissant ainsi sncce.s- 
si veinent les dllVcrentes inconnues, on arrive à une équation finale qui 
n’en contient plus qu’une seule , dont elle doit produire la valeur. 

L’objet de réliuiination^, dans l’algèbre , a la plus grande analogie 
avec les opérations par lesquelles , dans la géométrie descriptive, on 
détermine les intersections des surfaces courlies. 

En effet, siippo.sons que considérant un point dans l’espace, et 
représentant par j: , j , z, les distances de ce point à trois plans 
rectangulaires entre eux, on étabil.ssc une relation entre ces trois dis-, 
tances , et que cotte relation soit exprimée par une équation , dans 
laquelle entrent les trois quantités æ , j , z , et des constantes. En 
vertu de cette relation , la position du point ne sera pas déterminée : 
car le.s quantités x, \ , z, pourront changer de valeur , et par coii.»;é- 
queut le point pourra changer de position dans l’espace , sans que la 
relation exprimée par l’équation cesse d’avoir lien ; et la .sinlace courbe, 
qui passe j»ar toutes les positions que le point peut pccuper ainsi, sans 
que la relation entre ces trois coordonnées soit altérée , est celle à 
laquelle appartient réquatioii. 

J’ar exemple , .supposons qu’une sphère dont le rayon soit exprimé 
par A, ait son centre au point d'intersecliou commune des trois plans 
rectangulaires ; et qu’en considérant un certain point sur la surface de 
la sphère, 01^ imagine des perpendictdaires abaissées de ce point sur 
les trois plans, et représentées parles lettres x, j', z ; il est évident 
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que le rayon de la sphère, dirigé eu point que l'on considère , sera la 
diagonale d’un parallélipipède rectangle , dont les trois arêtes seront 
a: , y , z; que son qnarré sera égal à la somme des quarrés des trois 
arêtes ; et qu’uinsL l’on aura l’équation x* -hy' -hz'~ A*. Cela posé , 
si le point change de position sur la surface de la sphère, scs distances 
x,y, Z, aux trois plans rectangulaires, changeront; mais sa distance 
au centre ne changera pas , et la somme des quarrés de ses trois coor- 
données, qui est toujours égale au quarre du rayon, aura toujours la 
même valeur; l’on aura donc encore entre les coordonnées de ce point, 
la relation exprimée par l’équation -f- z’=z A*. Cette équation, 

qui a lieu pour tous les points de la surface de la spltère, et qui a lieu 
pour eux seuls , est celle de celte surface. Toutes les surfaces courbes 
ont ainsi chacune leur équation ; et s’il n’est pas toujours facile d’avoir 
cette équation exprimée en quantités aussi simples que les distances x , 
y , Z, il est toujours possible de l’obtenir en quantités plus compliquées , 
telles que les inclinations des plans tangens , les rayons des courbures ; 
il suffit à notre objet d’en avoir fait connoître une pour exemple. 

Actuellement, si, ayant en x,yjZ, les équations de deux sur- 
faces courbes différentes , et en supposant que pour les points des 
deux surfaces les distances soient prises aux mêmes plans rectangu- 
laires , on cllminc une des trois quantités x ,y , z , par exemple z, 
entre les deux é(|uations ; par la simultanéité de ces deux équations , 
on établit d’abord que ce n’est pas de tous les points de la première 
surface indistincte iient, ni de tous ceux de la seconde , que l’on s’occupe, 
mais seulement de ceux de leur intersection , pour chacun desquels les 
deux équations doivent avoir lieu , puisqu’ils sont en même temps sur 
les deux surfaces. Ensuite l’équation en , y , qui résulte de l’élimi- 
nation de z, exprime la relation _qt(i existe entre ces deux distances 
pour tous les points de l’iiitersectioii , quelle que soit la distance z qui 
a disparu , et dont il n’est plus question dans l’équation ; elle est donc 
l’équation de la projection de l’in tersect ion des deux surfaces sur le 
plan perjiendiculairc aux z. 

Oïl voit donc qu’en algèbre l'objat de l’élimination entre plusieurs 
éipiationsà trois inconnues, est de déterminer sur les trois plans aux- 
quels tout l’espace est rapporté , les p.ojections des intersections des 
surfaces auxquelles les équations appartiennent. 

♦II 3 
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50. La corrosj)ondancc entre les opérations de l’analyse et les mé- 
thodes de la géométrie descriptive , ne se home pas à ce que nous 
yenons de rapporter; elle existe par-tout. .Si dans l’espace , pour opérer 
des générations quelconques , on fait mouvoir des points , des lignes 
courbes, des surfaces, ces inouvemens peuvent toujours être dictés par 
des opérations analytiques; et les objets nouveaux auxquels ils donnent 
lieu, sont exprimés jiar les résultats mômes des opérations. Réciproque- • 
ment, il n’y a aucune o|)ération d’analyse en trois dimensions, qui ne 
soit l’écriture d’un niouvement opéré dans l’espace et dicté par elle. 
Pour apprendre les mathématiques de la manière la plus avantageuse , 

il faut donc que l’élève s’accoutume de bonne heure à sentir la corres- 
pondance qu’ont entre elles les opérations de l’analyse et celles de la 
géométrie ; il faut qu’il se mette en état , d’une part , de pouvoir 
écrire en analyse tous les mouvemens qu’il peut concevoir dans l’es- 
pace , et , de l’autre , Je se représenter perpétuellement dans l’espace 
le spectacle mouvant dont chacune des opérations analytiques est 
l’écriture. 

51. Revenons actuellement à notre objet , qui est la méthode de déter- 
miner les projections des intersections des surfaces coiarbes. 

Pour mettre plus de clarté dans l’exposition de cette méthode , nous 
ne la présenterons pas d’abord avec toute l’élégance dont elle est sus- 
ceptible ; notas y arriverons par a^egrés. De. plus , l’énoncé sera général 
et applicable à deux surfaces quelconques ; et quoiqaae les lettres que 
ï oais emploierons se rapportent à la figure afi , qaxi présente le c.^s 
particulier de deaix saarfaces coniques , à bases circulaires et à axes 
verticaux , il faut néanmoins toujoaars concevoir qtae les surfaces 
dont il s’agit peuvent être, chacune en particulier, tout autres qti’uue 
surface conique. 

5a. Premier problème général. Les générations de deux surfaces 
courbes étant connues , et toutes les données qaai fixent ces généra- 
tions étant déterminées sur les plans de projections ; construire les pro- ^ 
jeetions de la courbe à double courbure , suivant laquelle les deux 
surfaces se cou{»cnt ? 

Solution. On concevra une suite de plans indéfinis, places d’une ina- 
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Jilcic- conveiuie tl.ins rts[>ace ; ces plans pourioiil: , par exemple, être 
tous liorizontaux , et c’est en eilet ce(|ue nous supposerons tl’al)onl. Dans 
ce cas la^projecllon verticale tic cliacuii d’eux sera une droite Iioî i- 
. zoniale imldlinic; et parce tpt’on est maître de les mener à distances 
arlsltraircs , nous supposerons tpie dans la projection verticale on ait 
mené tant do droites Iiori/.ontales (_/%■• 26) ce , cc , ce , etc. , qu’on ait 
voulu , et que la suite de ces droites soit la projection verticale de la 
suite des plans qu’on a conçus. Cela posé, on l'era successivement, 
pour ch.icun de ces plans, et jmr rapport à la droite ec qui en est la 
projection , l'opération que nous ulloiis indiquer pour celui d’etitre eux 
qui est projeté en £E‘. ♦ 

Le pliin DE' cou])era la promitlre surface en une certaine courbe, qu’il 
sera toujours possiltle de construire , si l’on connoît la génération de la 
surface J car cette courbe est la suite des points dans lesquels le plan EE' 
est coupé p.ir la génératrice dans toutes ses positions. Cette courbe 
étant plane et horizontale aura sa projection fiorizonlale égale , semblable 
à elle- mémo , et placée de la même manière; U sera donc possible do 
construire cette projection , et nous supposerons que ce soit la 
courbe FG HIK. 

Le même ulaii EE' coupera aussi la seconde surface dans une autre 
courbe planenori/.ontule • dont il sera toujciurs possible de construire l.a 
projection borizoïitale , et nous supposerons que cette projection soit la 
courbe F O G P N. 

Cela fait , il peut arriver qtio les deux courbes dans lesquelles le même 
plan EE' coupe les deux surfaces , se coupent elks-mêmcs, ou qu’elles 
ne se coupent pas : si elles ne se cotipent pas, quelipje prolongées qu’elles 
soient, ce sera une preuve qu’à la bailleur du jiian EE', les deux 
surfaces n’ont aucun point commun ; maLssi ces deux courl.'cs se coupent , 
elles le feront en uti certain noudire de points qui seront communs aux 
deux surfaces, et qui seront jiar conséquent autilnt de points de l’inter- 
section demandée. En effet , en tant cjue les points d’intersection des 
deux courlies sont sur la première d’entre elles , ils sont sur la première 
des deux surfaces projtosé. s ; en tant qu’ils sont sur la seconde courbe , 
ils sont iMissi sur la seconde surface : donc, en tant qu’ils sont sur les 
deux courbes à la fois , ils sont aussi sur les deux .surfaces. 

Or les projections horizontales des points, dans lesquels sc coupent 
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les lieux courlx's, doiveiit se iTouvei-, et sur la projection de la pre- 
mière , et sur la projection de la seconde ; donc les points F, G de 

rencontre des deux fourbes F G II 1 K et F' G O P N , seront les pi'ojec- 
tiôns horizontales d’autant de jioinls de l’intersection diTiiaiidée des deux 
surl'aces courbes. Povir avoir h s projections verticales dis mêmes points , 
il lai^t observer qu’ils sont tous compris dans le plan hoiizuntal t-F^, et 
que leurs projections doivent être sur la droite EE’. Donc, si l’on pro- 
jette les points F , G sur E li' en y', g... , on aura les projections 

verticales des iiit-mes point.s. 

Acluellcinent , si pour toutes les autres horizontales <?t>' ec , ou lait 
la même opération que nous venons de l’aire pour EE' , on trouvera 
pour chacune d’elles , dans la projection horizontale , une suite de nou- 
veaux points F , G etc. , et dans la projection verticale une suite de 

nouveaux points f, g ... , etc. Puis , si par tons jes ]>oints 1'... ou l'ait passer 

une branche de couiIjC , par tous les points G une autre hranthe, et 

ainsi de suite, l’asseuihlage de toutes ces hnuiches , qui pourront eiuel- 
quel'uis rentrer l’une dans l’autre, sera la projection horizontale de 
l’intersection des deux surfaces ; de même, si par tous ces points J'.... on 
Fait passer une hi'anclie de courbe , jiar tous les ])oiuts une autre 

branche , et ainsi de suite , l’assemldage de toutes cts l^anches , qui 
pourront aussi quelquefois rentrer les unes da«s les autres, sei’a la {‘lo* 
jection verticale de l’intersection demandée. 

53. I.a méthode que nous venons d’exposer est générale, même en 
supposant qu’on ait choisi pour systêjnc de plans couparts une suite de 
plans horizontaux. Nous allons voir que, dans certains cas, le choix 
du .système de phans coupans n’est pas indilFcrcnt , qn’on pont ipiélqito- 
Fois le Faire tel qji’il en résulte des constiuctions plus faciles et plus 
clégante.s, et même qu’il peut être avantageux, nu lieu tVuii système 
de plans d’employer une suite de surfaces courbes, qui ne dillèreut 
entre elles que p.ar une de leurs dimensions. 

Pour construire l’intersection de deux surfaces de révolution dont les 
axes sont verticaux, le système de plans le plus avantageux est une suite 
de plans hoiizontanx ; car chacun des plans coupe les dcu.x sifri’accs en 
des circonférences de cercles i^ont les centres sont. sur les axes respcc- 
tiis, dont les rayons sont égaux aux ordonnées des coin bcs génératrices, 

jnii.es 
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prises à la hauteur du plan coupant, et dont les projcctior s horizontales 
sont des cercles connus de grandeur et de position. Dans ce cas, loua 
les points de la projection honzontale de l’intersection des dcu.x sur- 
faces se trouvent donc par des intersections d’arcs de cercle. On sent 
que si les surfaces de révolution avoicnt leurs axes parallèles entre eux , 
mais non verticaux, il faudroit changer de plans de projections, et les 
choisir de manière que l’uu d’entre eux fût perpendiculaire aux 
axes. 

« ' 

54. S’il s’agissoitde construire l’intersection dé deux surfaces coniques 

à j;iases quelconques , et dont les traces sur le plan horizontal fussent 
données ou construites , le système de plans horizontaux entraîneroit 
dans des opérations qui seroient trop longues pour ce cas 5 car chacun 
des plans horizontaux couperoit les deux surl'aces dans des courbes , 
qui seroient bien à la vérité semblables aux traces des suri'aces respec- 
tives : mais ces courbes ne seroient point égales aux traces; il faudroit 
les construire par points , chacune en particulier , tandis que, si, après 
avoir mené une droite par les sommets donnés des deux cûnes , on 
emploie le système de plans qui passent par cette droite, chacun de 
ces plans coupera les deu.\ surfaces coniques en quatre droites j et ces 
droites, qui seront dans le même plan, se couperont , indépendamment 
des sommets , en quatre points , qui sciftit sur l’intersection des deux 
surfaces. Dans ce cas, chacun des points de la projection horizontale 
de l’intersection sera donc construit par l’intersection de deux lignes 
droites. v . ^ 

• 

55 . Pour deux surfaces cylindriques à hases quelconques, et dont les 
génératrices seroient inclinces diversement, le système des plans Iiori- 
zontaux ne scroit pas le plus favorable que l’on ponrroit choLsir, Chacun 
de ces plans couperoit , à la vérité , les deux surfaces dans des courlies 
semblables et égales à leurs traces respectives ; mais les courbes qui ne 

/ correspond roient pas verticalement aux traces , auroient pour projec- 
tions des courbes qui seroient distantes des traces elles - mêmes , et 
qu’il faudroit construire par points. Si l’on choisit le système de plans 
parallèles en même temps aux génératrices des doux surfaces , chacun 
de CCS plans coupera les deiqt surfaces dans Mes lignes droites , et ces 
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droites se couperont en des points qui appartiendront à l’intersection 
des deux surfaces. J’rirlà, les points de la projection liorizontale seront 
construits par des intersections de lignes droites. Au reste, c^ci n’est que 
lu conséquence nécessaire de ce que nous avons dit pour le cas de deux 
buriaces coniques. 

S6. Enfin, pour deux surfaces df révolution dont les axos seroient 
dans le inOine j)laii , mais non parallèles entre eux , ce ne seroit plus 
un système de plans qu’il seroit convenable de choisir, cc seroit le 
aystème de surfaces sj»liéri(|ues, qxd auroient lenr centre commun au 
point 'de rencontre des deux axes: car chacune des surfaces sphériques 
couperoit les deux surlaces de révolution dans les circonférences de 
deux cercles ejui auroient leurs centres sur les axes respectifs , et dont 
les plans seroient perpendiculaires au plan mené par les deux axes j ét 
les points d’intersection de ces deux circonférences , qui seroient en 
même temps et sur la surface sphérique et sur les deux surfaces, do 
révolution , appartîendroieiit à l’intersection demandée. Ainsi les points 
de la projection de l'intersection seroient construits par les rencontres 
de cercles et de lignes droites. Dan.s ce cas, la position la plus avan- 
tageuse des deux plans de projections, est que l’un soit perpendiculaire 
à un des axes , et que l’autre soit parallèle aux deux axes. Ce petit 
nombre d’observations , par ^>port aux surfaces courbes tpii se ren- 
contrent le plus f'réqüeimnent , suffit pour faire voir la manière dont 
la inétliodc générale doit être employée, et comment, par la connois- 
sance de la génération des surfaces courbes, on pont choisir l’espèce 
de section qui îluit donner des constructions ]>lus faciles. 

Sj. Lorsque deux surfaces courbes sont définies de formes et de posi- 
tions respectives, non seulement la,courbe de leur Intersection est déter- 
minée dans l’espace , mais encore toutes les alléctions de ces courbes 
s’ensuivent immédiatement. Ainsi , par exemple , dans chacun de leurs 
points la direction de leur tangente est déterminée : il en est de mémo 
de celle de leur plan normal , c’est-à dire du plan qui cou|ie la courbe 
à angle droit , et <jui est, par conséquent, perpendiculaire à la tan- 
gonte au point d-’intersection. Quoique nous devions avoir souvent occa- 
sion, dans la suite, déconsidérer les plans normaux aux courbes à 
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doul)le courbure , nous n’cntreron^tcl , par rapport à leur détermination, 
dans aucun détail , parce que ces |daiis étant toujours perpendiculaires 
aux tangentes il nous suffira d’avoir donné la manière de construire 
les projections des tangentes aux intersections des surfaces courbes. 

58. Second problème général. Par un point pris à volonté sur l’intcr- 
scction de deux surfaces courbes , mener la tangente à cettg intersection ? 

Solution. Le point pris il volqpté sur l’intersection des deux surfaces 
coiubes se trouve en même temps et sur l’une et sur l’autre de ces 
surfaces. Si donc par ce point considéré sur la première surface on 
mène à cette surface un plan tangent , plan touchera l’intersection 
dans le point que l’on considère. Pareillement , si par le même point 
considéré sur la seconde surface on mène à cette surface un plan tan- 
gent , ce plan touchera l’intersection dans le point que l’on considère. 
Les deux plans tangens toucheront donc l’intersection dans le même 
point, qui sera en même temps un de leurs points communs, et par 
conséquent un de ceux de la droite dans latjuelle ils se coupent ; donc 
l’intersection des deux plans tangens sera la tangente demandée. 

Ce problème donne lieu à l’oljservation suivante, qui est d’un grand 
usage dans la géométrie descriptive. 

a La projection de la tangente d’une courbe i double courbure est 
elle-même tangente à la projection de la courbe, et son point de con- 
tact est la projection lie celui de la courlrc à double courbure. » 

En effet, si, par tons les points de la courbe à double courbure , 
on conçoit des perpendiculaires, abaissées sur un des plans de projec- 
tion , par exemple, sur le plan horizontal, toutes ces peqiendiculaires 
seront sur une snrlace cylindrique verticale, qui sera coupée par le plan 
liorizontal dans la projection même de la courbe. De même, si, par 
tous les points de la tangente h la courbe à double courbure , on 
conçoit des verticales abaissées , elles seront dans un plan vertical qui 
sera coupé par le plan horizontal dans la projection même de la tangente. 
Or, la .surface cylindrique et le plan vertical se touchent évidemment 
dans toute l’étendue de la verticale abaissée du point de contact, et 
qui leur est commune; donc les intersections de la .surface cylindrique 
et du plan par le plan horizontal se toucheront dans un point qui 
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sera J’intorscction de la droite du dbntact de la surface cylindrique et 
du plan vertical. Donc tni/iii les projections d’une courbe à double cour- 
bure et d’une de scs tangenles se touclieiit en un point qui est la pro- 
jection du point de contact de la courbe. 

59. Nous allons actuellement faire l’application de tout ce qui ]>ré- 
cède à quelques cas particifliers ; et pour commencer par des considé- 
rations simples, nous supposerons d’alxjrd qu’une des deux suri'aces 
dont il faut déterminer l’intersection^ soit un plan. 

» 

Première question. Construire l’intersection d’une surface cylindrique 
donnée, par un plan donné déposition? 

La position des plans de ffrojections étant arbitraire, nous suppose- 
rons d’abord , ce qui est toujours possilile , (jue ces deux plans aient été 
choisis , de manière que l’im soit perpendiculaire à la génératrice de 
la surface, et que l’autre soit peqiendiculaire au plan coupant, parce 
que , dans cette supposition , la construction est beaucoup plus facile ; 
puis, pour donner aux élèves l’habitude des projections , nous supposerons 
que les deux plans de projections soient placés d’une manière quelconque. 

Solution. Premier cas , dans lequel on suppose que la génératrice 
de la surface soit perpendiculaire à l’un des plans de projection , 
par exemple , au plan horizontal , et que le plan coupant soit perpen- 
diculaire à l’autre. 

Soit'A(_/ÿ. 27) la projection horizontale de 'la droite, à laquelle 
la génératrice de la surface cylindrique doit toujours être j>arallèle ; a a’’ 
sa projection verticale; BCDE la trace donnée de la surlace cylin- 
drique , tiace qui sera la projection horizontale de la surface indéfinie, 
et, par conséquent, celle de la courbe d’intersection ; soit_/«- la pro- 
jection verticale donnée du plan coupant , projection qui sera aussi 
celle de l’intersection demandée , et F G la trace horizontale du môme 
plan : il est évident que si l’on mène à la courbe BCDE, et perpendi- 
culairement àX M , les tangentes indéfinies E c", C c, les droites e e',cc', 
seront les projections verticales de la génératrice dans ses positions ex- 
trêmes, et que les points e' , c, dans lesquels elles couperont la projec- 
tion du plan coupant, termineront sur la projection verticale de 
l’intersection demandée. 
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Cela posé, si par im point pris arbilraircnaent sur l’intersection 
( point dont la projection horizontale sera un ])oint H , pris à Tolontë 
sur la courbe lîCDE , et dont on aura la projection verticale en pro- 
jetant le point II en i' sur /g) on veut mener la tangente à cette inter- 
section , il est clair que cette tangente sera comprise dans le plan 
coupant, et que sa projection verticale sera la droite il est clair 
aussi qu’elle sera comprise dans le plan vertical tangent la surface 
cylindrique , et que sa projection horizontale, qui sera la racine que celle 
du plan tangent , sera la droite FHN tangente en H à la courbe 
donnée BCDE. Ainsi tout est délenuiuc par rapport à l’intersection 
demandée. 

6o. Actuellement posons qu’il s’agisse de construire tette intersection 
telle qu’elle existe dans son plan , et par un Je ses points pils à volonté, 
de lui mener une tan fiente. Si lè plan de projection verticale se trouve 
i une trop grande distance de la courbe BCDE, on pourra concevoir 
un autre plan vertical qui lui soit parallèle, qui passe dans l’intcricur 
de la courlie BCDE, et dont la projection liorlzoutale soit la droite £ C 
parallèle à LM. Ce plan vertical coupera le plan coupant dans une 
droite parallèle à sa projection et autour de laquelle , comme char.» 
nicre , nous supposons que le plan coupant tourne pour devenir vertical , 
et présenter en face la courbe demandée. Cela posé , par tant de jioints H 
qu’on voudra , pris arbitrairement sur BCDE, on concevra des plans 
verticaux perpendiculaires au plan vertical de projection , et dont on 
aura en même temps les projections horizontales et verticales , en menant 
pai' tous les points II des droites lIJKi/' perpendiculaires à LM. Cha- 
cun de CCS plans coupera le plan coupant dans une droite ‘horizoutale 
pciqicndiculaire à la charnffre , et dont la projection verticale sera le 
point de rencontre ï de deux droites ii'. De plus, dans cliaque 
plan, cette droite horizontale rencontrera la charnière dans un point dont 
la projection horizontale sera l'intersection J des deux droites EC , H JK/i"; 
et elle rencontrera' la courbe demandée dhns des points dont les projec- 
tions horizontales seront les intersections H, K de la' droite H J Kir' 
avec la courl>e BCDE. Enfin cette droite et toutes scs parties seront 
égales à leurs projections liorizontales. Or, lorsque le plan coupant 
tourne autour de la charnière pour devenir verlicîll , toutes ces droites, 
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qui (l’al)ord étoicnt hori/.ontales, ne cessent pas d’être perpendiculaires 
à la charnière, et ne changent pas de grandeur. Donc, si par tous 
les points i' on mène à y» des perpendiculaires indéfinies /t k , et si 
sur ces perpendiculaires on porte J II de ï en A, et JKdei' eu k, on 
Bura tant de points h , k qu’on voudra , par lescpiels ou fera passer la 
courbe demandée e kc h. 

6i. I^a courbe étant construite dans son plan , s'il s’agit par un de scs 
points A, pris arbitrairement, de lui mener une tangente, on aura la 
projection verticale de ce point en abaissant du point A sur fg la 
perpendiculaire Aï •, on aura sa projection horizontale en jirojetant /’ é 

en H sur la courbe BCDE; on aura la projection horizontale de la 
tangente demandée , en menant la droite F N , tangente en II , à la 
courbe BCDE; et il suffira de rapporter sur le plan de la courbe un 
point quelconque de la tangente , celui * par exerilple , qui est projeté sur 
le point N pris arbitrairement , et dont la projection verticale est 
wr Jg en a'. Or, en raisonnant pour ce point comme pour tout autre • 
point du plan coupant , il est clair que si par le point a on mène ^yg 
la perpendiculaire an, et que si sur cette droite on porte de a' en nia 
distance N A du point N à la droite EC , le point n sera le second point 
de la tangente. Donc en menant. la droite An, on aura la tangente 
demandée. 

éa. Quelle que soit la courbe donnée BCDE, on voit que l’inter- 
section e kc A jouit de la propriété, que, pour un de ses points quel- 
conque , la sous-tangente a' n est égale à la sous-tangente A N de la pre- ' 
uiiêre. Cette propriété, qui est très-connue pour le cercle et l’ellipse , 
lorsque ces deux gpurbes ont un axe cominftn , n’a lieu par rapport à 
elles que parce qu’elles sont les intersections d’une même surface cylin- 
drique par deux plans dillérens. 

63. Enfin il peut arriver qtt’on ait besoin de tracer sur le dévelop- 
pement de la surface cylindrique l’elïet de la section faite par le plan 
coupajit. Pour cela , après avoir développé la courbe BCDE, avec toutes 
ses divisions, sur une droite RQ; si par toutes les divisions de R Q on 
lui mène des pcrpendicidaires indéfinies, on aura sur le dévelojipcuient 
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<lc la surface les traces des diflërent*os posiiiuiis de. la droite génératrice, 
et il ne s*3gira plus (juc de porter sur ces perpendiculaires les parties 
des génératrices correspondantes, comprises entre la Section perpendi- 
culaire BCDE, et la section faite par le plan coupant. Or, ces parties 
de génératrices sont égales à leurs projections verticales , et ces projec- 
tions sont toutes terminées d’une part ü la droite LM , et ue 1 autre 
àyV. Donc, si le point H , par exemple , tombe en S sur la droite R Q , 
en portant iï sur la [>erpondicuIaire qui passe par le point S, de S en T, 
le point T sera sur la surface dévelojipée , celui où la génératrice qui passe 
parle point H , est coupé par le plan coupant. La couiIkj XTYZ, cjui 
passera par tous les points déterminés de la inOme manière , sera la coin l;e 
demandée. 

6/j. Il est évident que si on prolonge la tangente au point II jusqu'à ce 
qu’elle rencontre la trace horizontale GF du plan coiqiant quelque 
part en un point F, et que si l’on porte H F sur RQ de «S en U, la 
droite TU sera tangente à la courbe; car lorsque la surl'ace cylindrique 
se développe , ses éléin^s ne changent pas d’inclinaison par rajiport 
au plan horizontal. 

Second cas , dans lequel on suppose la surface cylindrique et le plan 
coupant , placés d’une manière quelconque par rapport aux deux plans 
de projections. 

65. Solution. Fig. 28. Soient AA' et ad les deux projections do. la 
droite à laquelle la génératrice doit être parallèle ; C L D F , la trace don- 
née delà surface cylindrique; et U G, hb , les traces du plan couiiant. 

On imaginera une suite de pl.ans parallèles à la génératrice de la surface 
cylindrique , et qui seront de plus tous perpendiculaires à un des plans 
de projections , par exemple , au plan horizontal ; 'chacun de ces jilans 
sera projeté suivant une droite OKE parallèle à AA' , et coupera la sur- 
face en des droites qui seront des positions de la génératrice , et qui 
rencontreront le plan horizontal aux points d’intersection E , F , de la 
droite OKE avec la courbe CED F. Si donc on projette les pointî E, F 
sur LM en e,f, et sf par ces derniers points on mène à la droite ad 
les parallèles ce', ff , on aura les projections verticales des intersec- 
tions de la sui'iàce avec chacun des plans parallèles à la génératrice. 
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Ces niâmes plans couperont aussi le plan coupant en des droites qui 
seront parallèles entre elles, qui auront toutes leurs traces lioriaontales 
sur les dilïèrens points O de la droite H G, et dont les projections ver- 
ticales seront aussi parallèké entre elles. Pour avoir ces projections, U 
faut d’aboi d cherclierla direction de l’une d’elles, de celle , par exemple, 
qui correspond au plan vertical mené par AA‘. Pour cela, si l’on pro- 
lon:^e AA' jusqu’i ce qu’elle rencontre, d’une part, la trace du plan 
coupant en un point N , et, de l’autre , la droite LM en un point B, et 
si l’on projette le point B en b sur//^, les deux jioints N et b seront 
sur les deux plans de projection les traces de l’intersection du plan cou- 
pant avec le plan vertical. Donc, si l’on projette le point N en «sur LM, 
et si l’on mène la droite nb, on aura la projection verticale de cette 
intersection. Donc , en projetant sur LM tous ks points O , dans lesquels 
la trace G II est coupée par les projections des plans verticaux, ce qui 
donnera une suite de points o, et en menant par ces derniers les paral- 
lèles h. nb J oik^ on aura les projections verticales des intersections du 
plan coupant par la suite des plans verticaux .^onc enfin les points de 
rencontre i, A: de chaque droite oik avec les projections ee ,ff‘ des 
sections fuites dans la surface cylindrique par le plan vertical correspon- 
dant , seront sur la projection verticale de l'intersection demandée ; et 
Ip. courbe qui passera par tous les points i, k, ainsi déterminés , sera cette 
projection. Si l’on projette les points / , A, en J ,■ K sur la projection OKE 
du plan vertical correspondant , on aura la projoctioii horizontale des 
mêmes points , et la courbe K J P , qui passera par tous les points 
ainsi déterminés, sera la projection horizontale de l’intersection, 

66. Pour avoir les tangentes de ces deux projections aux points J,/, 
il faut se rappeler que ces tangentes sont les projections de la tangente 
à l’intersection. Or-||pette dernière tangente , étant en même temps dans 
le plan coupant et dans le plan tangent à la surface cylindrique, doit 
avoir sa trace horizontale dans l’intersection des traces horizontales de 
CCS deux plans : de jilns, la trace du plan tangent est la tangente en F 
à la courbe C E D F. Donc, si l’on mène cette tangente, et si après 
l’avoir prolongée jusqu’à ce qu’elle rencontre la trace du plan coupant 
en un point G , on mène la droite GJ, cette droite touchera au point J 
Ja projection horizontale de l’intersection. Enfin , projetant le point G 

sur 
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sur LM en gy et menant la droite gl, on aura la tangente én i de 
la projection verticale de la mcîme courlje. 

67. S’il, faut construire la courte de l’intersection , telle qu’elle existe 
dans son plan , on concevra que le j)lan coupant tourne autour de sa 
trace Inwi/.ontale H G, comme clinrnlère, pour s’appliquer sur le plan 
liorrroiital. Dans ce mouvement, cliacim des points de la section , celui, 
par exemple , qui est projeté en .1 , décrira un arc de cercle dont le 
plan sera vertical, pcrpemliculiiire à II G, et dont on aura la projection 
indéliiile, en menant jiar le point J une 'droite RJS perpendiculaire 
à H G : donc, lorsque le plan sera aliattn, le point de la section tom- 
bera quelque part sur un jtoint de cette droite. Reste à trouver la 
distance de ce point à la charnière : or la projection horizontale de 
celte ilistance est J R, et la di^'ércnce des hauteurs de ses extrémités 
est la verticale i s. SI l'oif porte J R sur LM de j en r, l’hypoténuse r z 
sera cette distance. Donc, portant ri sur RJ de R en S, le point S 
sera un des points de l’intcrsectioh considérée dans son plan abattu 
sur le plan horizontal ; et la conrhe ST U V , menée par tous les points S 
semblablement construits , sera cette intersection elle-même. 

63 . Pour avoir la tangente de cette courbe au point S, il suflit d’ob- 
server que, pendant le mouvement du plan coupant, la tangente ne 
cesse pas de passer j>ar le point G de la charnière : donc , si l’on mène 

la droite SG, on aura la tangente demandée. 

« 

69. Deuxième question. Construire l’intersection d’une surface co- 
nique à base quelconque •donnée, par un plan donné de position? • 

•* * 

Solution. Nous supposerons, ce qui est tonjourj possible^ que ^ plan 
vertical de projection soit placé perpendiculairement au plan coupant. 

Soient A et à {_fig- 79 ) les projections du sommet du cône ou du 
Centre do» la surface conique, 11 G D £ la trace de cette surface sur le 
plan horizontal , la projection verticale du plan coujiant , et G J'ïa. 
trace horizontale. On imaginera par le sommet du cône une suite de 
plans perpendiculaires au jilan vertical de projection : les projections 
verticales de ces plans seront les droites a c menées par la projection 
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. du sommet; et leurs traces horizontale^ seront les droites cC perpen- 
diculaires à LM, qui couperont la trace de la surface conique quelque 
part en des points C, C'.... Ces plans couperont la surface en des droites 
dont les projections verticales seront les droites a' c .... , et dont on aura 
les projections horizontales en inenantau point A les droites CA, C'A.... 
les mêmes plans couperont aussi le plan coupant dans des ilroites qui 
seront perpendiculaires au plan vertical. Les prttjcctions de ces deoites 
seront les points /i... de rencontre de y^avccles droitC'S n' c... , et on aura 
leurs projections horizontales en abaissant des points h .... sur L M les per- 
pendîcidaires indéfinies // II.... Cela lait, les droites h II.... couperont les 
droites correspondantes CA, C' A... , en des points II , H'.... quiserontles 
projections horizontales d’autant de points de l’intei-seclion demandée; 
et la courbe PIIQII'qui passera par tous les points construits de cette 
manière, sera la projection de l’intcrscption. 

70. Pour mener à cette courbe une tangente par un point if pris à 
volonté sur elle, il sulfit de chercher sur le plan horizontal la trace de 
la tangente de l’intersection dans le point qui correspond au point H. 
Or cette trace doit ê.tre sur celle du plan coupant , et par conséquent 
sur G f; elle doit être aussi sur celje du jdan qui touche la surface • 
coni<|ue dans la droite, dont la projection est AU : de plus, si l’on pro- 
longe AH jusqu’à CO qu’elle rencontre la courbe B C D E quelque part 
en un point C,*la tangente CF de cette courbe au point C sera la trace 
horizontale du plan tangent. Dorre le point F de rencontre des deux 
traces y'G, CF, sera sur la tangente au polilt II de la courbe PHQH'. 

V * 

■71. S’il est necessaire de constniire l’interseetion considérée dans son 
plan „on pourra indéliniineiU concevoir , ou que le plan coupant tourne 
autot^pde Gy comme charnière, pour s’abattre sur le plan horizontal, 
et construire la courbe dans la position qu’elle aura prise alors , ou 
qu’il tourne autour de sa projection verticale f g pour s’appliquer sur 
le ])lan vertical ; c’est cette dernière hypothèse que nous all^s suivre. 

Toutes les horizontales dans lesquelles la suite des plans menés par 
le souftnet, a coupé le plan coupant, et qui sont perpendiculaires 
à f g, ne changent pas de grandeur dans le mouvement du plan cou- 
pant , et ne cessent pas d’être perpendiculaires à f g : donc , si par tous 
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les points h on nk^nc à fg Jes pcrpemiiculaircs iiulélinies, et si l’on 
porte sur elles les horizoïilules conesprmJantcs K II, KH', de h en N 
et en N', les points N et N' seront des points de la section ; et la 
courbe R NS N', menée par tous les points ainsi construits, sera l’in- 
tersection considérée dans son plan. 

72. D’après tout ce qui précètle, il est évident que, pour iriener à 
cette courbe une tangente en un point N, pris nrbitraireiueiit sur elle, 
il faut dû point N abaisser sur yv la’per|>endicnlape N//, mener la 
droite ah jusqu’à ce qu’elle rencontre L M en xm point c , projeter 
ce dernier point erf C sur la courbe B C D E , mener à cette courl» la 
tangente en C, qui coupera la trace C f quebpie part en un point F, 
et porter Fy perpendiculairement à f g de y’en O. la droite ON sera 
'la tangente demandée. 

Quant à la manière de construire le développement de la siiHiice 
conique à base quelconque , et de traedr sur* ce développement l’effet 
tfe l’intersection paf le jilan coupant, nous l’exposerons incessamment, 
après avoir parlé de l’intersection de la surface conique pijr celle d'une 
sphère qui auroit son centre au sommet. 

\ 

73. Troisième question. *Construlrc l’intersection de deux surfaces 
coniques à bases circulaires , et dont les axes sont parallèles entre eux ? 


Solution. Nous ne répéterons pas ici sur la figure 2.6 tout ce que 
nous avons dit en exposant la méthode generale à laquelle cf^Uc fgitre 
servoit de type ; nous observerons seulement que, dans le cas dont il ' < 

s’agit ici, de même que dans celui de deux surfaces quelconqpcs de 
révolution , les sections faites dans les deux surlaccs par les plans ho- ’ 
rizontaux sont des cercles : mais nous entrerons dans quelques détails 
par rapport aux tangentes, dont nous n’avons pas eu occasion de parler. 

74. Pour trouver la tangente au point D (^g. 26) de la projection 
horizontale de l’intersection , nous nous rappellerons qu’elle est la pro- 
jection de la tangente de l’intersection des deux surfaces, au poi^t qui 
correspond à D, et qu’il sufiit, ])our la déterminer , de trouver le point S 
qui est, sur le plan horizontal , la trace de la tangente de l’intersection. 

‘ • K 2 
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Or cette dernière tangente est dans les deux ]?lans«qui touchent les 
surfaces coniques dans le point de l’Intersection ; donc, si'l’on trouve 
les traces horizontales Rr", Qÿ, de ces deux plans tangeiis, elles deter- 
ïiilneront par leur reircontre le point S. -Mais le plan tangent à la pre- 
mière surface la touche dans une droite qui passe par le sommet , et 
dont on aura la projection horizontale en menant la droite iiidéfinie AD. 
Déplus, si l’on prolonge AD jusqu’à c*e qu’elle rencontre en un point Q 
la trace circulaire horizontale TQÜ V de la smïàce, le point Q sera 
un ])oint de la ligne contact de la surface et du plan ; par conséquent 
la tr.ace horizontale du plan sera tangente en Q au cercle T QU V: 
soit donc menée cette tangente Q Pareillement,* si l’on prolonge le 
rayon B D jusqu’à ce qu’il rencontre en R la trace horizontale circu- 
laire R X Y Z de la seconde surface , et si l’on mène à ce cercle la 
tangente en R, cette droite R r sera la trace horizontale du plan tan- 
gent à la seconde surface. Donc, si par le point S d’intersection des 
deux tangentes Qÿ, Rr,-on mène la droite SD, on aura la tangente 
au point D de la projection horizontale de l’interse^tioii. . * 

Quant à la tangente au point correspondant*/ de la projection ver- 
ticale, il est clair qu’on l’obtiendra en projetant le point S en s , et en 
menant ensuite la droite s d, qui sera cette tangente. 

75. Il peut arriver qu’il soit nécessaire de construire sur le déve- 
loppement de l’une des surfaces coniques, peut-être même sur celui 
"de chacune d’elles, l’effet de leur mutuelle intersection j ce qui seroit 
nécessaire, par exemple , Vil f'alloit exécuter les cônes avec des subs- 
tances flexibles, telles que des feuilles de métal : dan* ce c.as, on opérera 
pour chaque cône , comme nous allons l’indiquer pour le premier. 

Nous observerons d’abord que, lorsqu’une surlace conique se déve- 
loppe pour devenir plane , les lignes droites qui sont sur cette stirfuce 
ne cbangpiit ni de forme, ni de grandeur, parce que chacune d’elles 
est successivement la charnière autour de laquelle s’opère le déve- 
‘loppeiucnt : ainsi tous les points de la surface restent toujours à la 
même distance du sommet. De plus, lorsque, comme dans ce cas, la 
surface conique est droite et circulaire , tous les points de la trace 
horizontale circulaire sont à égales distances du sommet ; ils doivent 
donc encore être à égale distance du sommet sur le développement , et 
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par conséquent sur un arc de cercle dont le rayon est égal à la dis- 
tance constante du sommet à la trace circulaire. ^Donc , si après avoir 
pris arbitrairement un point pour repré^nter le sommet sur le déve- 
loppement, on décrit de ce point, comme centre, et d’un rayon égal 
à. a C, un arc de cercle indéfini , cet arc sera aussi indéfiniment le 
développement de la trace horizontale do la surface. Puis, si, à partir 
du point T de la trace par laquelle on veut commencer le dévelop- 
pement, on porte l’arc de cercle T Q sur l’arc qu’ori vient de décrire, 
on déterminera la position du point Q sur le développement ; et la 
droite indéfinie, menée par ce i)oint au centre du développement, sera 
la position qu’occupera la droite de la surface qui est projetée en A Q , 
et sur laquelle devra se trouver le point D, d de la section rapportée. 
Pour const^Ure ce point, U ne s’agira plus que de trouver .sa distance 
an sommet , et la porter sur la droite indéfinie , à partir du centre du 
développement. Pour cela , ]>ar le point d dans la projection verticale , 
on mènera l’horizontale d /î* jusqu’à ce qu’elle coupe le côté a C du cûne 
en tin point k ; et la droite a h sera cette distance. En cotistruisant de 
‘môme successivement tous les autres points de l'Intcrseçtion , et faisant 
passer par tous ces points une courhe, on aura l’interscctioii des deux 
surfaces rapportée sur le développement de la première : on opérera de 
môme pour la seconde surface. 

76. Quatrième question. Construire l’intersection de deux 'Surfaces 
coniques à bases quelconques? _ ^ 

Solution. Soient A, a (^. So) , les projections du sommet de la 
première surface ; C G D G' sa trace donnée sur le plan liorizontal j 
B, les projections du sommet de la seconde ; et EH F II' , sa trace 
sur le plan (lorizontal. On concevra par les deux sommets une droite, 
tlont on aura les projections en menant les droites indéfimes AB, ah, 
et dont on construira facilement la trace I sur le plan liorizontal. Par 
cette droite on concevra une série de plans qui couperont chacun les 
deux surfaces coniques dans le système de plusieurs lignes droites ; et 
celles de ces lignes droites qui seront dans le inôinc plan, détermineront 
parleurs rencontres autant de points de l’intcrscctlon des deux surfaces. 
Les traces horizonttiles de tous les plans de cette série passeront ncccs- 
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fi.-iiremcnt par le poigt I; et, parce que la position tic ces plans est 
tl’ailleurs arbitraire , on pourra donc se donner arbitrairement leurs 
traces en menant, par le point I tant de droites IK qu’on voudra, par 
chacune des<[ucllc<i on fera l’opération que nous allons décsire pour 
une seule d'entre elles. 

La trace K I tic chacun des plans de la série coupera la trace hori- 
zontale de la prciuière surface conique en des points G, G', qui seront 
aussi les traces horizontales des lignes droites , stiivaiu lesrpielles le plan' 
coupe la surface conique ; ainsi AG, AG', seront les projections hori- 
zontales iiulélinics de ces droites , et on aura leurs projections verticales 
en projetant G', G' en g,ff, ct.cn menant les droites indéfinies a g, a g'. 
Pareillement la trace Kl du même plan de la série coupera la trace 
horizontale de la seconde surface ccmitpie dans -des points II', par 
lesquels si l’on mène indéliniment 11 H, BU', on aura les projections 
horizontales des droites , suivant lesquelles le môme plan de la série 
coupe la seconde surface ; et l’on aur.a leurs projections verticales en 
projetant II , II' en h , fi\ et en menant les droites indéfinies bh , b b'. 

Cela fait, jiour le môme plan dont la trace est Kl, on .aura sur la 
projection horlzoutale un certain nombre de droites AG, AG', B H, B H'; 
et les points P, Q, R, S, oii celles qui appartiennent à l'une des surfiiccs 
rencontreront celles qui ajipartiennent à l’autre, seront les projections 
horizoïUaies d'autant de points de l’interaction des deux surfaces. 
Ainsi, en opérant successivement de la môme manière pour d’autres 
lignes K I , trouvera de. nouvelles suites de points P Q R S j et fai- 
sant ensuite passer partons les points P une première branche de courbe, 
par tous les points Q une seconde, par tou’s les points R. une troisième, etc., 
on aura la projection horizontale de l’intersection demandée. 

Pareillement, pour le môme plan dont la trace est Kl, on aura sur 
la projection verticale un certain nomhre de droites a g, b h , l> h', 
dont les points de rencontre seront les projections verticales d’autant de 
points de l’intersection. 

• Il faut ohscrvor ici qu’il n’est pas nécessaire de construire les deux 
projections indépendamment l’une de l’antre, et qu’un point de l’une 
étant construit, on peut le projeter dans l’autre projection sur l'une des 
flroitcs ejul doit le contenir; ce qui fournit les moyens de vérifier les 
opérations , et d’éviter dans certains cas les interseiJtlons de droites qui 
se coiipcroieiit sous des angles trop obliques. 
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77- Pour trouver les tangentes à la projection lioiizoulale , celle , 
par exemple, qui la touche au point P , il Jiiut construire la trace hori- 
zontale T (le la tangente de rinterseotion au point qui correspond à P. 
Or cette tangente est l’intersection des deux plans qui touchent les sur- 
lates coniques dans ce point : sa frace sera donc dans la rencontre des 
traces horizontales de ces deux plans tangens. De pins, A G' P est la 
projection de la droite de contact du plan qui touche la première sur- 
face ; ainsi la trace de ce premier plan sera la tangente de la courbe CGDG' 
au point G' : soit G' T V cette tangente. Pareillement B II' P est la pro- 
jection horizontale de la droite de contact du plan qui tovtchc la seconde 
surface ; ainsi la trace hdrizontale de second |)lan tiuigent sera la tan- 
gente au- jioint H' de la courije E H F H' : soit 11 ' T U cette tangente. 
Les deux tangentes G'V, II' U, se couperont donc en tin point T, jiar 
lequel si l’on mène la droite T P , on aura la tangente au point P 
demandée. 

"En raisonnant de même pour les autres points Q, R, S, on^rotivera , 
1®. que la tangente en Q doit passer par le point de rencontre des tan- 
gentes en G' et en II ; a®, que la tangente en R doit passer par la ren- 
contre des tangentes en H et en G ; 3 ®. que la tangente en S doit passer 
par la rencontre des tangentes en G et en IF. ^ 

Quant aux tangentes de la projection verticale, elles n’ont aucune 
difïicultc, lorsque celles de la projection horizontale sont déterminées; 
car en projetant les traces horizontales des tangentes de l’intersection', 
on a les points par lesquels elles doivent passer. 

78. Cinquième question. Construire l’intersection d’une surface co- 
nique à hase quelconque, et de celle d’une sphère f 

Nous supposerons ici que les deux surfaces sont concentriques, c’est- 
à-dire que le sommet du cône est placé au centre de la sphère, parce 
que nous aurons besoin de ce cas particulier jtour la question suivante. 

■Solution. Soiept A, 3 i ), les projcctione du centre commun 

des deux surliices ,* B CDE la trace horizontale donnée de la surface 
conique, amie rayon de la sphère, et le cercle I g J' nt la projection 
verticale de la sphère. On concevra par le centre coinmnn des deux* 
surfaces une série de plans , que l’on ]>ourra de plus supposer tous per- 
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pcntliculaircs à l’un îles (leux plans cio projections. Dans la Jîgurc 3i, 
nous les avons snjijjosôs verticaux. Chacun de ces plans coupera la 
Suri’acc conique dans un systCmo de lignes droites , et la surface de la 
.sphère dans la circonlèrcnco d’nn de scs grands cercles ; et pour chaque 
plan les rencontres de ceS droitef? avec la circonférence du cercle 
doieriuineront des points de l’intersection deniandco : soient donc menées 
• par le point A tant de droites indéfinies C A E qu’on voudra, qui seront 
les projections horizontales d’autant de plans verticaux de la série, et 
en même temps celles des lignes suivant lesipieiles ces plans coupent 
les deux .surfaces. Chaque droite CAE coupera la trace horizontale BCDE • 
de la surface conlrjue en des points C, E, qui seront les trace* hori- 
zontales de.s sections faites dans cette surface par le plan correspondant; 
et si, après avoir projfeté les points C, E sur LM en c,e, on mène 
les droites a c,’ae, on aura les projections verticales des mêmes sections. 

11 s’agit actuellement de trouver les rencontres de ces sections avec celles 
' de la sphère par le même plan. 

Pour cela, après avoir mené par le point A la droite G AF parallèle 
Ù L M, on concevra que le plan vertical mené par CE tourne autour 
de la verticale élevée par le point A, et projetée en a a, comme char- 
nière , jusqu’à ce qu’il devienne parallèle au plan vertical de projection , 
et de plus qu’il entraîne avec lui les .sections qu’il a faites dans les deux 
surfaces. Dans ce mouvement , les points C , E décriront autour du 
point A , comme centre , des arcs de cercle CG, EF, et viendront s’ap- 
pliquer en G, F ; et si l’on projette ces derniers points sur LM en g,/", 
les droites a g, af, seront les projections verticales des sections laites 
. dans la surface conique , considérées dans la nouvelle position qu’elles 
ont prise en vertu du nmuvemcnt du ])lan. La section faite dans la 
surface de la sphère, considérée de même dans ,ln nouvelle position, 
aura pour projection verticale la circonlërence l g f m. Donc les points 
de rencontre g,f de cette circonférence avec les droites a g, a/". seront 
les projections de points de l’intersection demandée, considérés aussi 
dans la nouvelle po.sition du plan. 

Actuellement, pour avoir les projections des mêmes points considérés 
dans leur position naturelle, il faut supposer que Je plan vertical de la 
série retourne dans sa position primitive. Dans ce mouvement, tous ses 
points, et par conséquent ceux de l’intersectiop qu’il contient, décri- 
ront 
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rort des arcs de cercles, horizontaux autour de la verticale élevée par 
le point A comme axe, et dont les projections verticales seront des 
droites horizontales. Donc, si par les points f, g , on mène les horizon- 
tales y” hfg'i, elles contiendront les projections verticales des points 
de l’inürseation : mais ces projections doivent aussi se trouver sur les 
droites res]iectivcs ac,ae ; donc elles seront aux points de rencontre i, h 
de ces dernières droites avec les horizontales^ i, f h . Ainsi la courhe k h ni, 
menée par tous les points construits de la même manière pour toute 
autre droite {juc CE, sera la projection verticale de rinterscction de- 
mandée. • 

Si l’on projette les points i, h , sur CE en J, II, on aura les projections 
liorizuntales des mêmes points de l’intersection ; et la courhe K II N J 
menée par tous les points J, II , construit^ de la meme manièrç pouf 
toute autre droite que CE, sera la projection horizontale de l’inter- 
section. 

79. Pour trouver la tanj^ente au point J de la projection horizon- 
tale , il finit construire la trace horizontale P de la tangente au point 
correspondant de l’intcr-section. Cette trace doit se trouver à la ren- 
contre des traces dos plans tangens aux deux surfaces au point de 
l’intersection (|ui correspond au point . 1 . Or il est éviilent que, si paf 
le point C on mène à la courhe B C D E la tangente CP, on aura la 
trace du plan tangent *à la surface conique. Quant ù celle du plan' 
tangent à la surFace de la sphère, on opérera comme nous l’avons vu 
pour les surfaces de révolution, c’est-à-dire en menant par le point^ 
au cercle ff g lu tangente o prolongée jusqu’à la droite L M en e, 
en portant ensuite a o sur CE de A en O, et menant jiar le point O 
la droite O P perpendiculaire à C E. Donc les deux traces CP, O P, se- 
couperont en un point P, par lequel si l’on mène la droite JP, on 
aura la tangente au point J. 

Enfin il est évident que l’on aura la tangente au point i de la pro- 
jection vcrtiaile de l’intersection, en projetant le point P sur L M en p, 
et menant ensuite la droite ip, qui sou la tangente demandée. 

• 

Sa. Si la sphère et la surface conique ii’étoicnt p.is concentii([uc.s, 
il faudroit concevoir par leurs deux .centres une ligne droite, et choisir’ 

L 
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l.i série (le plans conpans qui passeroit par cette droite. Cliacun de ces 
plans coupcrolt la surface conitpte dans des droites, et celle de la sphère 
dans un de scs grands cercles , comme dans le cas précédent ; ce ([ui 
donne également une construction simple ; mais alors il scroit avan- 
tageux de jdaccr le plan vertical de projection parallèlement à )ü droite 
menée par les deux centres, afin que, dans le mouvement que l’on fait 
faire à diaquc plan coupant pour le rendre parallèle au plan vertical 
de projection, les dettx centres soient immobiles, et ne changent pas 
de projections ; ce (jui simplifie les constructions. 

« 

8i. Sicième question. Constnilre le développement d'une surface 
eoni(juc à base qnelcompie , et rapporter sur cette surface ainsi déve- 
loppé(i une section dont oh a les deux projections P • 

Solution. On concevra la surface d’une sphère d’un rayon pris à 
volonté, et dont le ceutre soit placé au sommet du cAne, et on cons- 
truira, comme nous l’avons fait dans la question précédente, les pfo- 
jections de l’intersection de ces deux surfaces. Cela fait, il est évident 
(|ue tous les jioints de l’intersection sphcrirjue étant à la même distance 
du sommet , ils doivent aussi sur la surface développée se trouver à la 
inôrae distance du sommet , et [>ar conséquent sur un arc de cercle 
décrit du somuict comiiic centre, et .avec un rayon égal à celui de la 
sphère. Ainsi , en supposant que le point R {Jig. 33 ) soit le sommet 
de la surface développée, si de ce point comme centre, et d’un rayon 
égal A a m (Jîff. 3i), on décrit un arc de cercle indéfini ST4J , ce sera 
sur cet arc que tous jes points de l’intersection sjihérique viendront 
s’appliquer, de manière que les parties de cet arc seront respectivement 
égales aux parties correspondantes de l’intersection sphérique. Il s’agit 
donc actuellement, après avoir pris à volonté sur cette intersection un 
point pour origine, par exemple, celui qui est projeté en N, n {Jig. 3i), 
et un point S ( fig. 33 ) pour son correspondant .sur la surface développée , 
do développer les dilférens arcs de l’intersection sphérhpie , et de les 
porter successivement sur l’arc de cercle S TU de S en des points T. 
Pour cela, la courbe sphérupie étant à double courbure, il l'aut lui faire 
perdre successivement ses deux courbures , sans altérer sa grandeur, de 
la manière suivante : 
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L'Intersection sphérique étant projetée sur ie plan liorizontal on NJKII 
{.f>g. 3i) , on peut lu regarder conune tracée sur la surlace d’un cylindre • 
vertical, dont la base serolt NJKII : on pourra donc développer celte 
surlace, comme nous l’avons Indi(|ué (Jig- 27), et rapporter sur cette sur- 
face cjlindrlqiic développée riiitersccilon sphérique, en développant 
l’arc N J {Jig. 3 1 ) en N' J' {fg. 3a ) , et en poi tan t la verticale ï i ( fig. 3 1 ) 
porpcndiculaireineiit à N' N' (Jîg- 3a) de J' en J". La courbe N"J"K"N", 
qui passera par tous les pobits J" ainsi déterminés, sera rinterscCtion 
sjihérique privée de sa courbure horizontale , sans avoir changé de lon- 
gueur, On aura la tangente au point J" de cette courbe, en prenant JP 
{^fig. 3i), et la portant sur N' N' (^g. 3a) de J' en P', et menant la 
droite J" P'. 

Actuellement on développera la courbe N"J' K"H"N" pour la replier 
sur l’arc S T U (^g. 33 ) : par exemple , on portera l’arc N" J" de S en T, 

• et le point T sera , sur la surface conique dévelopjiée , le point où s’ap- 
plique celui de l’intersection sphérique, dont les projections sont J, i 
(Jig. 3i). Donc, si l’on mène la droite RT, on aura sur le dévelop- 
pement de la surface, la génératrice dont la projection horizontale est AÜ 
(Jg. 3i) : enfin, s’il se trouve sur cette génératrice lui point qu’il faille 
rapporter sur la surface développée , il ne s’agira plus que de prendre 
(Jig. 3i ) la distance de ce point au sommet do la surface conique, et 
de la porter (^fîg. 33 ) stir R T de R en V ; et le point V sera sur la surface 
développée qclui que l’on considère. 

82. Septième question. Construire l'inlcrscction de deux surl'aces cy- 
lindriques à bases quelconques ? 

Solution. Lorsque, dans la recherche qui donne lieu à la question 
dont il s’agit, on n’a pas d’autres intersections ^considérer que celle 
des deux surfaces cylindriques, et sur-tout quand ces surfaces sont à 
bases circulaires, il est avantageux de choisir les jdans de projections, 
de manière que ruii d’entre eux soit parallèle aux génératrices des deux 
cylindres : j>ar là l’iiiterseclion se construit, sans employer d’autres 
courbes que celles qui sont données* Mais , loisque l’on doit considérer 
en même temps les intersections de ces surfaces avec d’autres, il n’y a 
plus d’avantage à chatiger de plans de projections j et même il est plus 
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facile de se représenter les oljjets en les rapportant tous aux mûmes 
plans. Nous allons donc supposer les génératrices des deux surfaces, 
placées d’une manière «pielconque, par raj>port aux plans de projections. 

Soient donc TFF'U, XGG'V, les traces horizontales données des deux 
.surfaces cylindriques; Ail, ab^ les projections données de la droite à 
laquelle la génératrice de la première doit être parallèle ; CD, cd, celles 
de la diolte à laquelle doit être parallèle la génératrice de la seconde. 

On concevra une série de plans parallèles aux deux génératrices. Ces 
plans cov 2 »eront les deux surfaces dans des lignes droites ; et les ren- 
contres des sections faites dans la première surface, par les sections 
faites dans la seconde, détermineront les pointsde l’intersection demandée. 

Ainsi, après avoir construit , comme dans la. figure i5, la trace hori- 
zontale AE d’un plan mené par la première droite donnée parallèlement 
à la seconde, on mènera à cette trace tant de droites parallèles FG'qn’on 
voudra, et l’on regardera ces jjarallèlcs comme les traces des plans de . 
la série. Chaque droite F G' coupera la trace de la première surface 
en des points F, F', et celle de la seconde en d’autres points G, G', 
jiar lesquels’ on mènera aux jirojeclions des génératrices respectives 

les j>aiallèlcs F II, F II' G J, G' J’; et les {tolnts de rencontre 

P, Q, R, S de ces droites , seront les jirojeciioiis horizontales d’au-' 
tant de points de l’intersection des deux surfaces. En opérant de même 
pour la suite des droites FG' , on trouvera une suite de systèmes de • 
j)oints P , Q, R , S , et la courbe tjui passera jiar tous les {)oints trouvés 
de la même manière, sera la projection horizontale ije l’intersection. 

Pour avoir la projection vcrtic.alc, on jirojetcra sur LM les points 
fl F' G, G' ..... en/',/' g, g' , et, par ces der- 

niers points, on mènera aux projections des génératrices respectives 
les j»«ruilèles fh,f'K gi qui , par leurs rencontres , dé- 

termineront les projijd^ions verticales p > <] > r , s des points de l’inler- 
scctlou. En opérant de même pour toutes les autres dfoiies F G' , on 
aura de nouveaux jtoints p , q , r , s ; et la courbe qui passera par 
tous ces points, sera la projection verticale de l’intersection. 

Pour avoir les tangentes de ces courbes aux j>oints P et/), on cons- 
trnira la trace horizontale F' Y dfl plan tangent en ce point h la pre- 
mière surface cylindrique; puis la trace G' Y du |ilan tangent en ce 
même point à la seconde; et.la droite’ menée du point P au point Y 
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lie rencontre de ces traces , sera la tangente en P. Enlin , projetant 
sur LM en , et menant la droite py , on aura la tangente 
polnt^ de la ])rojection vertical*. 
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83. Huitième question. ConslaÉuic l’intersection de deux surfaces ‘ 
de révolution , dont lès axes sont dans un même plan ? 

Solution. On disposera les plans de projections , de manière tpic l’im 
d’entre eux soit perpendiculaire i l’a.xe d’une des surfaces , et que l’autre 
soit parallèle aux deux axes. D’après cela, soient A (_/%■. 35) la projection 
lioriiontalc de l’axe de la première surface , nti sa projection verticale, 
et c d e. la génératrice donnée de celte surface. Soit A B, parallèle tl LM, 
la projection horizontale de l’axe de la seconde surhjce, dl> sa projection 
verticale, de manière <|uc A et i/' soient les projections du point de ren- 
contre des deux axes ; et soit f g h la génératrice donnée de cette se- 
conde surface. On concevra une série de .surfaces sphériques , dont le 
centre commun soit placé au point de concours des deux axes. , Pojur 
chacune des surfaces de cette série , on construira la projection ikn opq 
du grand cercle parallèle au plan vertical de projection ; et ces pro- 
jections , qui seront des arcs de cercle décrits du point d comme centre , 
et avec rayons arljitraires , couperont les deux génératrices en des 
points A-, p. 

Cela posé , chaque surface sphérique conpera la première .surface dans 
la circonférence d’un cercle, dont le plan .sera perpendiculaire à l’axe « a', 

.et dont on aura la projection verticale en menant l’horizontale /t o , 
et dont on aura la projectlon^horizontale en décrivant du point A 
comme centre , et d’un diamètre égal à X' o , la circonférence de cercle 
KROll'. De même chaque surface .sphérique de La série coupera la 
-seconde surface de révolution dans la circonférence d’un cercle dont 
• le plan sera perpehdiculaire au plan vertical de projection , et dont 
on aura la projection verticale en menant par le pointyt une droite/»» 
jiorpeiulicnlaire à d br 

Si le point r, dans lequel se coupent les deux droites*ièo, /»», est 
plus près de deux axes respectils que n’en sont les points.X:, p , il est évi- 
dent que les deux cliconlérences de cercles se couperont en deux points, 
dont le point rserala projection verticale commnnc ; et la courbe menée 
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pnrtoiis les points r construits de là môiiie manière sera la projection verti- 
cale de l’intersection des deux surl'aces. Projetant le point rsur lacircon-" 
l'érence du cercle KRO R' en R et R’f on aura les jirojcclions liojizon- 
tales des deux points de rencontre des circonlerenccs de cercles qui se 
trouvent sur la même splière ; et laîcourlie inence par tons les points 
R, R' constniits de la même manière, sera la projection horizontale 
de l’intersection demandée. 

Ces exemples doivent suRire |)onr faire connoître la manière dont II 
faut employer la méthode de construire les intcrseclions des surfaces , 
et de leur mener des tangentes, sur-tout si les élèves s’appluptcnt à 
construire avec lapins grande exactitude, s’ils emploient de grandes 
dimensions, et si , autant qu’il sera jiossihle , ils tracent les courbes 
dans toute leur étendue. 


84. Dans tout ce qui précède , nous avons regardé les combes à 
double courbure comme déterminées cbacnne par deux surfaces courbes • 
d(jnt elle est l’intcrscctiuii , et c’est, en effet, le point de vue sous lequel ' 
elles SC présentent le plus ordinairement dans la géométrie dcscrijitive. 
Dans ce cas , nous avons vu qu’il est toujours possible de leur mener 
des tangentes. Mais de même ([u’une surface courbe peut être définie 
au moyen de la forme et du mouvement de sa génératrice ,, il peut 
arriver aussi qu’une courbe soit donnée par la loi du mouvement d’un, 
point générateur 5 et alors , pour lui mener une tangente, si l’on ne 
veut pas avoir recours à l’analyse , on peut employer la méthode de 
Rol>erval. Cette méthode , qu’il inventa avant que Descartes eût n])pll- ^ 
qué la géométrie à l’algèbre , est iinp^clteinent comprise dans les pro- 
cédés du calcul différentiel , et c’est pour cela que les élémens de 
mathématiques n’en font pas mention ; nous nous contenterons ici de 
l’exposer d’une manière sommaire. Ceux qui désireront en voir des 
ap|)!ications nombreuses , pourront consulter les Mémoires de l’Acadé~ • 
mic des sciences, antérieurs à 1699, dans lesquels les ouvrages de 
Robcrval ont été recueillis. 

8 .). Lorsque ,. d’après la loi de son mouvement, iin point générateur 
est perpétuellement poussé vers un môme point de l’espace, la ligne 
qu’il parcourt eu vertu de cette loi , est droite : mais si , dans cliaque 
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instant de son mouvement, il est en même temps poussé vers deux 
points, la ligne tju’il parcourt, et qui, dans quelques cas particuliers, 
peut encore être une droite, est en général une ligne courbe. On aura 
la tangente à cettô courbe en menant par le point de la courbe deux 
droites, suivant les deux directions difi’érentes du mouvement du point 
générateur ; en portant sur ces directions , et dans le sens convenable , 
des .parties proportionnelles aux deux vîte.ssos respectives de ce point j 
en achevant le parallélogramme, et en menant la diagonale, qui sera 
la tangente demandée : car cette diagonale sera dans la direction du 
mouvement du point décrivant, au point de la coûrbc que l’on considère. 

86 . Nous ne citerons qu’un seul e.xemple. 

Ùii fil A MB étant attaché ]>ar ses extrémités à deux points 

fixes A, B, si, au moyen d’une pointe M, on tond ce fil, et si l’on fait 
mouvoir la pointe, de manière que le fil soit toujours tendu, la pointo 
décrira une courbe DCM qui, coinine on sait, est une ellipse dont les 
points fixes A, B, sont les foyers. D’après la génération de cette courbe, 
il est très- facile de lui mener une tangente par la méthode de Robcrval. 
En effet, puisque la longueur du fil ne cliange pas, dans chaque ins- 
tant du mouvement le r.ayon A M s’alongc de la même quantité dont 
le rayon BM se raccoilrcit. La vitesse du point décrivant dans la direc- 
tion A M est donc égale à sa vitesse dans la direction M Q. Donc, 
si l’on porte sur M B, 'et sur le prolongement de A M, des droites 
égales MQ, MP, et^si f*on achève le parallélogramino MPRQ, la dia- 
gonale MR de ce panillélogramme sera la direction du point géné- 
rateur en M , et par conséquent la tangente au même point de la courbe. 
On voit clairement d’après cela que dans l’ellipse la tangente partage 
en deux parties égales l’angle BMP formé par un des rayons vecteurs 
e't parle prolongement de l’autre, que les angles AMS et B MR sont 
égaux cuire eux, et qiic la courbe doit avoir la propriété de réfléchir 
à un des foyers Ics^ffcns de lumière émanés de l’autre. 

Il est facile d’étendre la méthode de Robe'rval au cas des trois di- 
mensions, et de l’appliquer à la construction des tangeiilcs des courbes 
à douille courbure. Eu effet , si un point générateur sc meut dans l’cs- 
p.acc , de manière qu’à chaque Instant de son mouvement il soit poussé 
vers trois points dilî'érens, la ligne qu’il parcourt, et qui dans quelques 
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cas parlîciiliors peut être plane et mÊaïc droite, est 'en général une 
conrlïc il double courbure. On aura la tangente de cette courbe en un 
point r|uclcoiujue , en menant par ce point des droites, suivant les 
trois directions din'ércntcs des niouvemens du point générateur ; en 
portant sur ces droites, et dans le sens convenable, des parties pro- 
portionnelles aux trois vitesses respectives de ce point ; en achevant le 
parallélipîpédo, et en menant la diagonale du parallélipîpédc, qui scra 
la tangente de la courbe au point que l’on considère. 

• 

87. Nous allons appliquer cette méthode à un cas analogue à celui 
de l’ellipse ; et la fgttre 87, que nous allons employer, représentera l’objet 
en perspective, et non pas en projection. 

Trois points fixes A , B , C, étant donnés dans l’espace , soit un premier 
fil AMB attaché par scs deux extrémités aux points A et Bj soit un 
antre fil A MC, d’une grandeur indépend.ante de celle dn premier, et 
qui soit attaché par ses extrémités aux deux p' ints A etC j si un point 
générateur , saisissant en même tcnqis les deux fils , se meut do manière 
que ces fils soient toujours tenjlns, il parcourr.a une courbe à double 
courbure. Pour mener à cotte courbe une tangente" au pobit M, il 
faut remarquer que la longueur dn premier fil AMB étartt constante 
‘dans chaque instant du mouvement, la quantité dont la partie A M 
s’alorge, ést égale à celle dont la partie MB se raccourcit, et que la 
vitesse du point générateur,dans la direction A M est égale à .sa vitesse 
dans la direction MB. De môme la longueur du fil AMC étant cons- 
tante, la vitesse du point générateur dans la direction M C est encore 
égale ù sa vitesse dans la direction A M. Donc, si sur le prolongement de 
A M, et sur les droites MB, MC, on porto les parties égales RIP, MQ, MR, 
et si l’on achève le parallélipipède MPüSVQRT, la diagonale MS 
de ce paraît élipipède sera la tangente demandée. 

Comme la méthode de Roherval est fondée sur le principe de la 
composition du mouvement, il est facile d’apj(|||bevoir que, dans les 
cas moins simples que ceux que nous avons choisis pour exemples , 
On peur s’aider des méthodes connues pour trouver la résultante de 
forces qui sont dirigées vers un point, et dont on connoît les grandeurs 
et les directions. 


IV. 


Digitized 



C iOM^TBlE BESCnil'TIVr.. 


8 .; 


IV. . . 

* 

Application de la méthode de construire les interseetions des surfaces 
courbes à la solution de diverses questions. 


88. Nous avons donné ( fg. 26 ) la méthode de construire les projections 
de l’intersection de deuxsnrllices courlies délinies de l’orme et de position j 
et nous l*;ivons fait d’une manidVc abstr.iite , c’est-à-dire, sans nous 
occuper de la nature des questions <|ui pourroient rendre nécessaires 
de pareilles recherches. L’exposition de cette métliode, considérée d’une 
manière al>straite , seroit suffisante pour le plus "rand nombre des arts; 
car, si l’tm prend pour, exemples l’art de la coupc des pierres et celui 
de la charpenterie, les surfaces courbes que l’on y considère, et dont 
on peut avoir besoin de construire les intersections, forment ordinai- 
rement l’objet principal dont oh s’occupe, et elles se présentent natu- 
rellement. Mais la néométric descrij)iive dev-ant devenir un jour une des 
parties principales de l’éducation nationale , parce que les méthodes 
qu’elle donne $ont«au.ssi nécessaires aux artistes que le sont la lecture, 
l’écriture et l’arithmétique , nous croyons qu’il est titlle de l'aire voir par 
quelques exemples comment elle peut suppléer l’analyse pour la solu- 
tion d’un grand nombre de questions, qui, au premiui' apper^-u , ne 
paroissent pas de nature à devoir être Waltées de cette manière. Nous 
commencerons d’abord par des exemples qui n’exigent que les intersec- 
tions de plans ; nous passerons ensuite à ceux pour lesrjuels les inter- 
sections de surfaces courbes sont nécessaires. , 


89. L.a première question qui frappe d’une in.inlère reinarqtiabîe ceux 
qui apprennent les élémens de géométrie orditiaire, est 1^ recherche du 
centre du cercle dont la circonférence passe par trois pojpts placés 
arliitrairement su^un pl.au. La déterminatio;i de ce centre par l’inter- 
section de deux lignes droites , sur chacune desquelles il doit sc trouver 
Décessairement, frappe les élèves, et par sa généralité , et parce t[u’elle 
donne un moyen d’exécution. Si toute la géométrie étoit traitée de cette 
manière, ce qui est po?isible, elle conviendroit à un plus grand nombre 
d’esprits ; elle seroit cultivée et pratiquée par un plus grand nombre 
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a’iioniir.cs; rinstiuclimi nioyctine de la nutioii s'eroit plus avancée, et 
la siitiicc cll«-niéme serait poussée plus loin. Il existe dans les trois 
dimensions une question analogue à celle que nous vem»ns Je citer, et 
c*cst par elle rpic nous allons commencer. 

90. Vrcnüàrc question. Trouver le centre tt le rayon d’une splière dont 
la surface passe par (juatre points donnés arlntralrcmcnt dans l’esp-ace ? 

Solution. Les tpratre points étant dwnnés par leurs projections horizon- 
tales et vcrtiailes, on concevra par riin d’eux des droites menées à 
chacun des trois autres j et l’on tracera les projections horizontales et 
verticales de ces trois droites. Puis, considérant la première de ces droites, 
il est évident que le centre demandé devant être à égales distances de 
ses deux extrémités , il doit se trouver sur le plan perpendiculaire à 
cette droite,' et mené par son milieu. Si donc on divise en parties égales 
les projections de la droite , ce qui domiera les -projections de son mi- 
lieu , et si l’on construit les traces du plan mené par le point peqiendi- 
culaîremont à la droite , ce que nous savons faire , on aura les traces d’un 
■ plan sur lequel le centre demandé doit se trouver. Çoiisidérani ensuite 
les deux autres droites, et .faisant successivement pour chacune d’elles 
la même opération , on aura les traces des trois plans dif érens, sur cha- 
cun desquels (ioitse trouver le centre demandé, pr, tant que le centre 
doit être sur le premier de ces .plans et sur le second , il doit être sur 
la droite de leur intersection ; donc, si l’ou construit les projections de 
celte intersection , on aura sur chatpie ^ilan de projection une droite 
qui contiendra la projection du cengre. Par .la même raison , si l’on 
construit les projections de l’intersection du premier plan et du troisième, 
on aura encore sur chaque plan de projection une autre droite qui con- 
tiendra la proffetion du centre. Donc sur chaque plan de projection on 
auradeui^roites, qui, parleur intersection , détennineront la projection , 

demandée dii centre de la sjdière. * ^ 

‘ Si l’on einployoit l’ir.terscclion du second plan et du troisième , on 
aurolt une troisième droite qui passerait par le centre, et dont les pro- 
jections passcroient encore par les projections demandées, eeqm fourmt 
un ipoycn de vérification. 

Quant au rayon , il est évident que si par la projection du centre et 

• • \ 
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par celle (l’nn des points donnés on mène une droite, olJe sera sa pro- 
jection ; on pourra donc avoir la projection horizontale et la projection 
verticale du rayon, et par consétpiotit sa grondeux. 

» 

91. Si l’on est libre de choisir la position dus plans de j>rojcctions , 
la yiéthodc précédente peut être considérablement simplifiée. Eu effet , 
supposons <pic celui de ces plans, que nous regardons comme horizoïUift 
38 ), pa.'jic par trois points donnes ; de manière que des projections 
doiuices A , B , C, D des quatre jmint.s, leS trois premières se con- 
fondent avec leurs*points resjrcctifs ; puis, après avoir mené les trois 
droites AU, AC, AD, suppostuis que le plan vertical soit parallèle 
à AD, c’est-à-dire que les droites LM et»AD soient parallèles entre 
elles; les projections veiiiailes de."> trois jiremiers jmints seront suv LM 
en des points /z, />, c, et celle du quatrième sera donnée^ quelque part 
en un point i/ de la droLi^Dz/ perpendiculaire à LM. Cela jiosé , la 
droite menée du jioint A au point ü étant horizontale, tout plan 'qui 
lui sera perjiendiculaire , sera vertical, et aura pour projection horl- 
zonttde une droite perpendiculaire à Al). II en est de même pour la 
droite menée du point A eu point C. Donc, si sur le milieu de AB on 
lui mène la perpendiculaire indéfinie Ec, cette perpendiculaire sera 
la projection horizontale d’un jdan vertical qui passe par le centre de 
la sphère ; donc la projection horizontale du centre sera quelque j>art 
sur la droite E<“. De iqème, si sur le milieu de A C on lui mène la per- 
pendiculaire indéfinie Vf, cette perpendiculaire sera la projection d’un 
second plan vertical qui passe ]>ar le centre de la sphère, et la pro- 
jection horizontale de ,ce cciitj'c sera «quelque part sur uii j)oIut de la 
droite F/’; donc le point G d’intersection des dqnx droites F,e , Vf, 
sera la projcct'nm horizontale du centre de la sphère, dont la.prajec- 
tion verticale sera par conséquent sur la droite indéfinie do projection 

La droite menée du point A au quatrième point étant jtarallèle.à sa 
projection verticale ad , tout plan qui lui seni perpcndicidaire , sera aussi 
perpendiculaire au |dan vertical de projection , et aura pour projection 
•verticale une droite perpendiculaire ^ ad. Doue, si sur le milieu de ad 
on lui mène une perpendiculaire indéliiiic H h , on' aura lu jirojcction 
d’un troisième plan qui passe par le centre de la sphère; donc la projec- 
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tion verticale de ce centre , devant sc trouver en même temps et sur gg , 
et sur II//, sera au point K d’intersection de ces deux droites. 

Enfin, si l’on mène les deux droites AG, aK, on aura évidemment 
les deux projections d’un môme rayon de la sphère; donc, 'si l’on porte AG 
sur LM , de "■ en J , la droite JK sera la grandeur du rayon demandé. 

* , • 

• ga. Deuxième qucslion.\r\%cx\xc une sphère dans une pyramide trian- 
gulaire donnée ; c’e.st-à-dire , trouver la position du centre de la sphère , 
et la grandeur dé son rayon ? 

Solution. La .surface de la sphère inscrite devant toucher les quatre 
laces de la pyramide, il c^t évident que si par le centre de la sphère 
et par chacune de si.x arêtes on conçoit un plan, ce plan partagera 
en deux parties égales l’angler que Ibrment entre elles les deux faces qui 
passent par la même arête. Si donc parmi^s six arêtes on en choisit 
trois qui ne passent pas toutes par le même sommet d’angle solide, et 
si par chacune de ces arêtes on fait passer un plan qui partage en deux 
parties égales l’angle formé par les deux faces correspomlantes , on aura 
trois plans, sur chacun desquels le centre de la sphère demandée doit sc 
trouver , et qui , par leur intersection commune , doivent déterminer la 
position de ce centre. 

g3. Pour slinpllficr la construction , nous supposerons que les plans 
de projectioTis aient été choisis de manière que celui que nous 
regarderons comme horizontal , soit le même (jii’une des faces de la 
pyramide. • 

Soient donc {J!g.?>q,pLXX), A, B, C, D, les projections horixontales 
donné^des sommets de quatre angles solides "de la pyramide, et a, b, c ,d\ 
leurs projections verticales; par le sommet de la pyramide , on concevra 
des plans perpendiculaires aux trois côtés de la base ; cesplans seront ver- 
ticaux , et leurs projections horizontales seront les droites DE , DF , DG , 
abaissées perpendiculairement du point D sur les côtés AC, CB, B A do 
la base. Chacun ‘de ces plans coupera la base de la pyramide et la face 
qui passe par l’arête , en deux droites qui comprendront entre elles un* 
angle égal à celui que la face forme avec la base. Si donc on porte sur L M 
les droites DE, DF. DG, à partir de la verticale D <///’, de d 
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en e ,f, g, et si par le sommet d' on mène lus dn)itos d' e , d' f, d' g, 
ces droites formeront avec LM des angles égaux à ceux que les laces 
correspondantes de la pyramide fomient avec la base ; et si l’on partage 
chacun deces trois angles en deux parties égales par les droites ,ff , gg ^ 

les angles que ces dernières droites l'ormeront avec LM , seront égaux 
à ceux que formeroient avec la base les faces d’une seconde pyramide 
qui auroit la même base que la pyramide donnée , et dont le sommet 
seroit au centre de la sphère demandée. , 

Pour trouver le sommet de cette seconde pyramide, on la coupera par un 
plan horizontal , mené à une hauteur arbitraire , et dont on aura la pro- 
jection verticale , en menant une horizontale quelconque pn. Cette droite 
coupera Ci?', ff ,gg , en des points A' , t , k' , desquels on abaissera sur LM 
les verticales A' /t, i' i, kk ; etsi l’on porte les trois distances Ac, if, kg, 
sur les perpendiculaires respectives de E en I J , de F en J et de G en K , 
on aura en II, J, K, les projections horizontales de points pris dans les 
trois faces de la seconde pyramide, et qui se trouvent sur le plan liori- 
zontal arbitraire. Donc, sl,^)ar les points II , J, on mène aux côtés 
rcspectil's de la base des parallèles P N , N O , OP, ces droites scron t 
les projections des sections des trois faces de la seconde pyramide par 
le même plan horizontal j elles se ‘couperont en des points N , 0,1’, qui 
seront les projections d’autant de points des trois arêtes de la seconde 
pyramide; et si par ces points on mène aux sommets des angfes res- 
pectifs de la base des droites indéfinies AP, BO , CM, ces droites seront 
les projections des arêtes; enfin le point unique Q, dans lequel elles se 
rencontreront toutes trois, sera hi projection horizontale du sommet 
de la seconde pyramide , et par conséqueut ilu ccntic de la sphère 
demandée. , 

Pour avoir la projection verticale de ce centre , on mènera d’aliord la 
miroite indéfinie de projection Qqq , sur laquelle elle doit se ti'ouver ; 
puis on projetera les ti-ois points N, O, P, sur l’horizontale np en n,o,p; 
par Iffs projections a , l> , c des sommets des angles respectifs de la hase, 
on mènera les droites ap , bo , en , qui seront les projections verticales < 
des trois arêtes; et le jiolnt unique q , dans lequel ces trois dernières 
(îfoites se couperont, et qui sera en même temps sur la droite , 

sera la projection verticale du centre de la sphère. 

^ Enfin la verticale qq sera évidemment égale au rayon de la sphère 
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inscrite , et les points Q, <j , seront les projections ilu point de contact 
de la surface de la sjihèrc avec le plan de la base. 

« 

• 

ç)4. Nous avons fait voir (3) par quelles considérations on ponvoit 
déterminer la position d’un point , lorsqu’on connuissoit ses distances \ 
trois points connus de position ; nous allons actndlement donner la 
construction de cette question. 


Troisiètnc question. Consti 3 iirc les projections d’un point dont on con- 
> noît les distances à trois autres points donnés dans l’espace ? 

Solution. Notis supposerons les plans de projections choisis , de ma- 
nière ((ue celui (jue nous rej’arderons comme horizontal , passe par les 
trois j>oints donnés , et que l’autre soit perpendicnlaira à la droite qui 
joint deux do ces points. D’après cela , soient A, B, C (^^4o, plan- 
che XIX), les trois points donnés, -A', B', C' les «listances données 
_ de ces points au point demandé. On joindra deux dos points par la 
droite AB, perpendiculairement à laquelle* on mènera la, droite LM 
<jui détermine la position du plan vertical de projection. Fuis, des 
points A , B, C , comme centres , et avec îles rayons égaux aux distances 
respectives A', B', C', on décrira trois arcs de cercles qui se coupe- 
ront iTeiix à deux en des points U, E , F, J , P, Q ; par les points 
d’interscctiou de ces arcs considérés deux -à deux , ,on mènera les 
droites DE, FJ, P Q , qui seront les projections horizontales des cir- ■ 
conférences de cercles, dans lesquelles les trois sphères se’ coupent; et 
le j)oint uinqiie N, dans lequel ces trois droites se rencontreront, sera 
évidemment la projection horizontale du poitit demandé. 

. Pour avoir la projection verticale du même point, on mènera la ligne 
de projection indéfinie N n«'; puis, observant que le cercle projeté en D K 
est parallèle au plan vertical, et que sa projection surce jilâu doit être 
nn cercle de même rayon , on projetera la droite; A B sur LM au point r, 
^duquel, comme centre , et avec nn intervalle égal à D R, ou à la moitié 
de DE, on décrira le cercle dnen ; et la circonféreni^ de ce cercle 
coupera la droite N nn en deux points «, n, qui seront indiffcreimncnt 
la projection verticale du point demandé. 

Ce sera d’après les autres circonstances de la question , qu’on deter- 




Digitized by Google 


n F s c R I r T r V E. 


C É O 5t É T R I E. n F s c R I r T r V F, p5 

minera si les deux, points n et //' doivent être tous deux employés j et 
dans le cas où il n’y en auroit qu’un de nécessaire, quel est celui qui 
doit être rejeté. ’ 


lecteur pourra se proposer de construire les projections d’un, 
point dont on connoh les distances à trois lignes données dans 
l’espace, * • 

95. Quatrième question. Un iu|icn:eur parcourant un pays de mon- 
tagnes , soit pour étudier la forme du terrain , soit poui" l'aire le projet* 
,de travaux publics <pii de'pcnileut de celte forme , est muni d’une carte 
loppgrnpliiquo , dans laquelle non seidcment les projections des tliffevens 
points du terraiu^sont exactes, niaL^encorc les hauteurs de tous ces points 
au-dexsus d’une inênic surface de niveau sont indjyuées par des nombres 
placés à côté des points rc.spcctifs , et auxquels on a coutume de donner 
le nom dcro/es.ll rencontre un point remaripiahlo qui n’est pas placé sur 
la carte, soit parce qu’il a été omis, soit parce <pi’ll a été rendu remarquable 
depuis la confection de la carte. L’ingénieur ne porte avec lui d’autre ins- 
trument d’observation qu’un gr.apbomètrc propre à mesurer les angles , et 
cet instrument est garni d’nn lil à plomb. 

On demande que , sans quitter la station , il construise sur la carte 
la position du point où il est, et qu’il trouve la cote (|ui convient à ce 
point , c’est-à-dire sa buuteur au-dessus de la surface de niveau? 

jAIoycn de^ sûdulion. Parmi les points du terrain manpiés d’une ma- 
niéré [irécise sur la carte, et qui seront les plus vol.slns, l’ingénieur en 
distinguera trois, dont.detix au moins ne soient pas à même b, auteur 
que lui ; puis il observera les angles formés par la vciticale et les rayons 
visuels dirigés à ces trois points, et d’après cette seule observation il 
pourra ré.soudre la question. 

l.n effet, nommons A, B, C les trois points observés dont il a les 
projections borizoïitalcs sur la carte , et dont il pourra constnrire les 
projections verticales au moyen do leurs cotes. Puis<pi’il connoît l’angle 
foftné par la' verticale êt par le ravftn visuel djrigé au point A, il con- 
noît aussi l’angle formé par le même rayon et parla verticale élevée au 
point A î car eu négligeant la courbure de la terre , ce qtii est couve- 
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nablê , cos doUx angles sont alternes internes , et par conséquent c'ganx. 
SI Jonc il conçoit une surface conique à base circulaire, dont le sommet 
soit au point A , dont l’axe soit vertical ; et dont l’angle formé par l’axe 
et par la droite génératrice soit égal à l’angle observé , ce qui détermine 
complètement cette surface , elle passera par le rayon visuel dirigé au 
point A , et par conséquent par le point de la station : ainsi il aura une 
première surface courbe déterminée , sur laquelle se'trouvera le point 
demandé. En raisonnant pour les deux autres points B , C, comme pour 
le premier , le point demandé se trouvera encore sur deux autres sur- 
*faces coniques à bases circulaires, dont les axes seront verticaux , dont 
les sommets seront au point B, C, et pour chacune desquelles l’angle, 
formé par l’axe et par la génératrice sera égal à l’angle formé par la 
verticale et par le rayon visuel correspondant. Le point demandé sera 
donc en même temps ^ur trois surfaces coniques détennlnées de forme 
et de position , et par conséquent dans leur intersection commune. Il ne 
s’agit donc jdus que de construire , d’après les données de la question , 
les projections horizontales et verticales des intersections de ces trois 
surfaces considérées deux îi deux ; les intersections de ces projections 
donneront les projections horizonmle et verticale du point demandé , et 
par conséqnént la po.sition de ce jiouit.sur la carte, et sa hauteur au- 
dessus on au-dessous des points ol)servés , ce qui déterminera sa cote. 

Cette solution doit en général produire huit jiouits qui satisfont à la 
tpicstion ; mais il sera facile à l’observateur -de distinguer parmi ces 
huit points celui qui coïncide avec le point de la station. D’abord il 
j)Ourra toujours s’assurer si le point de la station est at^-d^sus ou au- 
dessous du plan qui passe j>ar les trois points ol«ervcs. Supposons q%o 
ce point soit au-dessus du plan des sommets de^ cônes j il sera autorise 
à négliger les branches des intersections des surfaces conitjues qui 
existent au-de.ssous de ce plan; par-là le nombre des points possibles 
sera réduit à quatre. Ce seroit la même chose si le jmlnt de lactation 
étoit au contraire placé au-dessous du pian. Ensuite parmi ces quatre 
points, s’ils existent tous , il reconnoîira facilement celui dont la posi- 
tion , par rapport aux trois sommets , e.st la même que celle du point 
de la station , par rapport aux pokits observésr * 

96, Construction, Soient A, B, C {/Ig, 4 *)> les projcctloîis limi- 

zontAles 

f 
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«ontales des trois points ol serves , piis-s snr la carte; a, h , c , les 
projections verticales des mêmes jioints , construits en ])ortant sur les 
verticales B A , Ce, à partir de l’horizontale LM, qui passe par le 
point zt, la difiereiice des cotes des deux autres points; et soient A', B', C', 
les angles olwervés que les rayons visuels dirigés aux points respec- 
tif» A , B, C, Ibnnent avec la verticale. 

On mènera les verticales iiidélinles aa , bh' , ce , qui seront les pro- 
jections verticales des axes des trois cônes ; par les trois points a , b,c , 
on mènera les droites al, ùrn, en , qui Ibrineront avec ces verticales 
des angles respéCtlvement égaux aux angles donnes A', B',C’; et ces 
droites seront chacune la projection verticale d’un des deux côtés 
extrêmes de la surlace conitjtie correspondante. 

(^lelafait, ou mènera dans la projection verticale tant de droites 
horizontales et: qu’on voudra; on les regardera. comme les proj»^ étions 
d’autant de plans Ijorizontaux ; et pour ciiacnne d’elles, on fora l’opé- 
ration qnc nous allons décrire pour celle d’entre elles qui est indiijiiée 
par LE'. 

Cotte droite coupera les projections des axes des trois cAnes en des 
points y, h, qui seront les projections verticales des centres des 
cercles , sinvaiu lesquels le plan horizontal correspondant coupe les trois 
surfaces coniques ; et elle coupera les côtes extrêuicsdes cônes ii l , hm, en, 
en des points /”, g, b', tels que les distances h h' , seront 

les rayons de ces mêmes cercles. Des points A, II, C , pris successive- 
ment ponreentres, et avec le.s rayons resjicctiveiiient égaux hlï , 

on décrira des cercles , dont le.s circonljjrcnces .seront les projeetions 
horizontales des sections faites dans les trois surfacc.s ‘conlijucs jrar le 
même p*îiu EE'; ces circonférences se couperont deux à deux dans des 
points D, D', K, K' , J, J', qui seront les projections d’autant do 
])oiuts des trois intersections des surfaces coniques conskl«réc.s deux 
à deux; et en projetant ces points sur EE' en d , d , k, k' , I, ï , on aura 
les projections verticales des mêmes jioints îles trois intersections. 

En opérant ensuite de iiiêinc jiour les autres droites ce', on trouvera 
pour chacune d’elles de nouveaux points D, D' , K, K' , J, J', dansja 
juojection horizontale, et de nouveaux points d, d , k, k',i, dans la 
projection verticale; prtis par tous les points D, D'...., on fera passer une 
tourbe Dl’D', qui sera la projectiori liorizoïilalc de rinterseçtion de 

N 
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la première surlace coiii<|uo avec la seconde; par tous les poiiUs K, K'.... 
on en lèra passer une autre Kl’ K' qui sera la jirojectiou de rintersectloii 
de la seconde surface et de la troisième; et par tous les points J, J'... , 
on en fera passer une dernière J P J' qui sera la projection de l’inter- 
section de la troisième surface et delà première. Tous les points P...., 
dans lesquels ces courltss se couperont toutes trois, s«;ront les projcc- 
, t ions hori/.ou talcs d’autant de points qui satisfont à la question. 

De même dans 1.1 projection verticale, par tous les jioints r/, d '..,. , cm 
fera passer une première courbe ; j)ar tous les points k , k'.... uiie seconde ; ' 
et par tous les jmiiits /, /'.... une troisième. Ces courbes seront les projec- 
tions verticales des intersections des trois surtaccs considérées deux à 
deux ; et tous les points />..., dans lesquels ces courbes se couperont toutes 
trois , seront les projections verticales de tous 'les points qui satisfont à 
la question. 

Les projections P ,/> d’nn même point seront dans une même per jvrn- 
diculaire à I. M. ^ 

L’observate^ur , après avoir reconnu [ armi tous les points P celui 
qui appariiÇiit au point de la station, aura la projection Jiorizontale 
de cette station , et par conséquent sa position sur la carte; puis, au 
moyen delà hauteur du point correspondant /> au-dessus de la droite L M, 
il aura l’élévation du point de la .station au-dessus du point observé A , 
et par conséqueut il trouvera la cote qui convient à la station. 

97. Dans cette solution nous avons construit les projections des trois 
intersections des surlaces, taudis que deux auroiont .suiïi. Nousconsiil- 
loiis d’agir toujours de même , parce que les ]'rojections des deux couihes 
à double coiubuic peuvent se couper en des j>oints f|ui ne correspondent 
pas à des points d’intersection , et que, jHtnr reconnoître les projections 
des points^î’iiitersection , il faut suivre k'S branches des deux courbes 
qui sont sur la même uajipejd’une des surlaces ; ce «[ui exige une attention 
|)énible, dont on est presque toujom* dispensé en construisant les trois 
courbes ; les points où elles se coupent toutes trois , sont de véritables 
pôints d’intcrscctîou. 

98. Cinquième questwn. Les circonstances étant les luêines que dans 
la question [irécédcntc , avec cette seule différence que riustriuucnt n’tst 
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pas garni de fil à ploinl), de m inière que les angles avec la vcrlicalo 
ne puissent pas être mesurés, on demande encore que l’iiigénicur, sans 
quitter la staiioii , détermine sur la carte la position du point où il est, 
et qu’il trouve la cote de ce point , c’est-à-dire son élévation au-dessus 
de la surface de niveau , à laquelle tous les points de la carte sont 
rapportés ? 

Moyen de' solution. Après avoir choisi trois points du terrain qui 
soient uîarqués d’une m.inière précise sur la carte , et tels que le point 
de station ne soit jias avec eux dans le même pian , l’ingénieur mesurera 
les trois angles que forment entre eux les rayons visuels dirigés à ces 
trois points J et au moyen de cette seule observation , il sera en état de 
résoudre la question. * 

En effet , si nous nommons A, B, C, les trois points observés, et si 
on les suppose joints par les trois droites AB, BC, CA, ringénicur 
aur.i les projections horizontales de ces droites tracées sur ht carte j de 
plus, au moyen 'des cotes des trois points, il aura les dilTéreiices de 
hauteur des extrémités de ces droites ; il pourra donc avoir la grandeur 
do chacune d’elles. 

Cela posé, si dans un plan quelconque mené par AB on conçoit un 
triangle rectangle B A D 4^ ) , construit sur AB comme base, et 

dont l’angle en B soit le complément de l’angle sous lequel le côté AB 
a été observé , l'angle en D sera égal à l’angle objervé , et la circonf é- 
rence de cercle décrite par les trois points A, B, I), jouira de la propriété, 
que si d’un point (luelconqua E de l’arc A Ji B on mène deux droites 
aux points A et B , l’angle en E qu’elles comprendront entre elles 
sera égal à l’angle observé. Si donc on conçoit,que le plan du cercle 
tourne autour de A B coinnio charnière , l’arc A D B engendrera une 
surface de révolution, dofit tous les points jouiront de la môme propriété ; 
c'est-à-dire , que si d’un point quelconque de la surface, ou mène deux 
droites aux points A et B , ces droites fomieiont entre elles un angle ég.-il 
à l’angle observé. Or, il est é- Ident que les points de cette sui'facc de 
révolution sont les seuls qui jouissent de cette propriété ; donc la surface 
passera par le point de la station. Si on raisonne de la même manière pour 
les deux antres droites B C , C , ou aura deux autres surfaces de révo- 
lution , sur chacune desquelles sc ti ouvei a le point de la station j ce point 

■ Na ‘ ' 
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sera donc eu luîiiic teiujVs sur trois surfaces de révolution différentes , 
déterminées de forme et de position ; il sera donc un point de leur inter- 
section commune. Ainsi, en construisant les projections liorizont^des et 
verticales des intersections de ces trois surfaces (xmsidérées deux à deii.x , 
les points où les projections se couperont elles-mêmes toutes trois , seront* 
lesprcijections du point qui satisfait ùlaqilcslion. La |>rojection liorizontnle 
donnera la position du point sur la carte , et la projection verticale donnera 
rélévation de ce point au-dessus ou au-dessous des points ôbservés. * 

• 

99. Si cette que.slion étoli traitée par l’analyse , elle condulroit géné- ' 
râlement à une éipiatiou du soixante - quatrième degré j car chacune 
des surfaces de révolution a quatre nappes distinctes, dont deux sont 
engendrées par i’arc de cercle AD B, et dont les deux autres sont en- 
gendrées par l’arc AFB. Chacune des nappes de la première pouvant 
être coupee par toutes celles de la seconde, il peut en résulter seize 
hranches dans la courbe d’intersection; et les seize branches pouvant 
être coupées par les quatre nappes de la troisième surface, il peut en 
résulter soixante-quatre points d’intersection des trois stVrfaces : mais ces 
points ne saiisferoient pas tous à la question. En effet , si d’un point 
quelconque F de l’air. A F B on mène des droites aux extrémités de AB, 
l’angle AFB qu’elles comprendront ne sera pas égal à l’angle observé ; 
il en sera le supplément. Les nappes engendrées par l’arc A F B, et les 
nap]ies analogues daigsles antres surfaces de révolution, ne peuvent donc ' 
.servir il résoudre la ipiestion ; et tons les points d’intersection (|ui appar- 
tiennent à quelques-unes de ces nappes , sont des points étrangers au 
problème. 

Dans la géométrie dpscrlptive, on peut et l’on doit exclure l’arc AFB 
et scs analogues dans les aïeux autres surfaces ; chacune de ces surfaces 
n’a plus alors ipic deux nappes ; et le nombre de leurs points d’inter- 
.section [ o;ail»les se réduit à buft. De ces huit points , quatre sont d’ifn 
côté du plan qui passe jiar les trois axes de révolution , et quatre .sont 
de l’autie. L’observateur connoîssant toujours de quel côté il est placé 
par rapport à ce plan , il ne construira pas les intersections qui sont 
placées de l’autre côté , *et le nombre des points qu’il pourra trouver est 
réduit ù quatre. En Gn pariniccs quatre points , .s’ils existent tous, il recon- 
noîtra fucnlcmcnt celui qui sera placé par rapport aux’points A, B, C, 
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de la mdme manière que celui de la siatlou l’est par rapport aux trois 
points da terrain, qu’il a observés. 

loo. Construction. On choisira la position des deux jtlans de projec- 
tions , de manière que celui que nous regardons comme horizontal , passe 
par les trois points observés , et que l’autre soit perpendiculaire à la droite 
menée par deux de ces trois points. Soit donc ABC { fig. 42 ) > le triangle 
formé par les points observés , considéré dans son plan ; et A' , B', C' , les 
trois angles donnés par l’observation. On mènera perpendiculairement 
au côté A B la droite L M qui indupiera la position du plan vertical de 
projection ; et l’on con.striiira , comme nous venons de l’indiquer ( n® 98 ), 
les arcs de cercle générateurs AEDB, BGC, CFA des trois surfaces 
de révolution , dont les côtés .4 B , B C , AC .sont les axc.s. Cela fait, du 
point A comme centre, on décrira tant d’arcs de cercle EOF que l’ou 
voudra, et qui couperont les génératrices, dont les axes sc rencontrent 
en A , dans de.s points E , F , tle.squcls on abuis.sera sur les axes respec- 
tifs les perpendiculaires indéfinies E E’ , F F' ; ces perpendiculaires so 
couperont quelque part en un point II qui sera la projection horizontale 
d’un point d’intersection des deux surfaces dont les axes sont AB et AC , 
et la courbe A H P menée par tous les points H... trouves de cette m.'inièrc, 
sera la projection htvrlzontalc de cette intersection. Puis , après avoir pro- 
jeté l’axe AB en a , on décrira du point a comme centre, et avec dc.s 
rayons succcs-sivement égaux aux perpendiculaires E E', des arcs de 
cercle d ti' i , sur clmcun desquels projetant le point H correspondant 
en //, on aura la projection verticale d’un point de l’intersection de.s 
deux mûmes surfaces de révolution; et la courbe a /t p menée par tou.s 
les points /i.... construits de cette manière, sera la projection verticale 
de cette intersection. _ 

On opérer.a de même pour les deux surfaces de révohuidn autour 
des .axes AB, BC; c’est-ù-dirc , du point B ilb rencontre des deux 
axes, comme centre, on «lécrira tant d’arcs de cercle D-K.G que l’on 
voudra ; ces arcs couperont les deux génératrices en dos points J>, G, 
desquels on abaissera sur les axes respectifs les perpendiculaires indé- 
ünics U D' , GG'; ces perpendiculaires se couperont en un point J; 
e* la courbe BJP menée par tous les points J sera la projection 
hoiizüiitale de l’intersection de la première et de la troisième surface 
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(le révolution. Du poInt^« comme centre, et avec des rayons surcns- 
sivcmcnt (igaux aux perpendiculaires D D , on décrira des arcs Je cercle 
dd' i, siu- lesquels ou -projetera en i les points J correspondans j et 
la courbe aip incnce par tous les points i sera la projection verti- 
cale de la même intersection. 

Cela Jait, tous les points P.^. danslesijuels les deux courbes AH P, BJP 
se couperont, seront les projections liorizontalcs d’autant de points qui 
satisl’ont à la question ; et tous les points p.... dans lesquels se coupe- 
ront les courbes ah p , aip , seront les projections verticales des mêmes 
J joints. 

Les projections ainsi trouvées ne donneront pas imrncdiatement la 
position du point de station sur la carte, ni sa hauteur, parce que 
le plan horizontal de projection n’est pas celui de la carte ; mais il 
sera facile de les rapporter sur les véritables plans de projections. 

101. Sixihme-qucstion. I.e général d’nne des armées de la ropublitjue, 
en face de l’ennemi , n’a pas la carte du pays occupe par celui-ci , et 
il en a besoin pour faire le plan d’une attaque qu’il médite. Il a uii 
aérostat. Il charge un ingénieur de s’élever avec l’aéiÿjstat , et de 
jjrendre tontes les mesures nécessaires pour faire la carte , et piour en 
rlonner un nivellement approché ; mais il a ll<?u de croire que si 
l’aérostat cliangeoit de station sur le terraûi , l’ennemi s’appercevroit 
de son dessein ; en consccjuence il permet à ritigénieur de s’élever à 
diflcrentcs hauteurs dans l’atmosphère , si cela est^ néccssaii-e ; mais il 
lui défend de changer de station à terre. L’ingénieur e.st muni d’uu 
instrument propre à mesurer les angles , et cet iiistrunicut est garni 
d’un 1)1 il plomb : on demande comment l’ingénieur pourra exécuter 
les ordres du acnéral ? 

m 

Moyen de solution. L’ingénieur fera deux stations dans la mémo 
verticale , cf il coinioîtra leur distance en faisant mesurer la corde 
que l’on aura lilée pour l’élevhr de l'une à l'autre. Dans l'une des 
stations , par exemple , dans celle qui est inférieure , il mesurera les 
angles que fait la verticale avec les rayons visuels dirigés atix points 
dont il veut détc'nnincr la position sur la carte ; puis , parmi tous * 
CCS points, il en choisira un qu’il regardera comme premier^ et <jue 
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r.ûiis noininoroiis A , et il mesurera Je plus successivement les ;ui«!cs 

formés p.'ir ravon visuel diiigé ,-iu point A, et Ceux rpii sont Ji;i- 
f^cs à tous les autres. Dans l’autre st.ation , il inc.snrera les angles i'oi- 
inés piU’ la i erlicalc , et les rayons vi.sucls dirigés ù tons le.-î points Ju ' 
terrain, l'r’apiès ces observations, il sera en état de construite la ca.te 
demandée. 

En cllct , puisque l’on connoît les angles Ibrinés par la vcrtic.ale, 

et les deux rayons visuels dirigés des deux stations au jnCiiie point , 

ce point se trouve en même temps sur deux surfaces coniques déter- 
minées et connues , car ces surfaces sont à bases circulaires ; elles ont 
leurs axes d.nis la mémo verticale ; la distance de ionrs sommets ettl 
éti dc à lit dlfl'érencc des lîautenrs des deux stations , et les anal< s 

w 'O 

que leurs génératrices f’orrucitt avec l’axe contmun , .sorti égaux ait', 
angles observés. De plus , pui.squc l’on connoît l'angle ibt uié par le 
rayon visuel dirigé de la prcuiière slalio^^à ce point, et par celui qrd 
est dirigé au jKiirrt A j le point tpte l’on, coitsidère sera donc encoio 
SUT une troisième surface conique à ba.se circulaire, dont l’axe incline 
sera le rayon visuel dirigé de la première station au poirtt .\ , dont le 
sommet sera à la pretrtière station , et dont l’angle ibrrrié par l’axe 
et la génératrice sera égal à l’angle observé. Le point que l’ort consl- 
dèr^.sc trouvera donc en meme temps sur des suHâccs conitjiics à 
basw circulaires connues de forme et de position ; il sera doitc au 
poirtt de leur inlcrsectiori comtiiuite ; et en coiistruisaitt les projections 
horkorttale et verticale de cette intersection , on aura la position du 
point sur la carte , et son élévation *au-ilessns ou uit-dcssous des 
autres. * 

loa. .Sans changer de considiTations , la construction peut devenir 
plus-simple , au jiroycn de quelques-unes des méiliodes que nous 
avons déjà ex|rosées piécédennucirt ; car , coimoîsoant les angle.s 
formés à la première station par le rayon visuel tlirigé, au point A , 
et par les rayon.s visuels dirigés à tor.s les autres poirrts, et coiiitois- 
sarrt , pour chaettn do ces mtglc.s , les angles que scs côtés l'onnent 
avec la verticale-, il ser.a l'acile de les réduire à rherizon , c’est-à-dire, 
de construire leurs projections liorizontales. Si donc on prend sur la 
carte un point arbitraire pour- représenter la prujectiûji de la verticale 


^)igitized by Google 



104 6 li O M JÎ T E I L I) R S C R 1 P T ! V E. 

tle l’acrostat ; et si par ce jioint on iiu'iie nne «Iruitc aiLiiraiio , qui 
doive représenter la juojcction du rayon visuel dirigé au point A ; 
enlln , si par le môme point on mène des droites «jiù fassent , avec la 
projection du rayon dirigé au point A , des atigles égaux aux angles 
réduits à l’iiorizon , il est évident que chacune de ces droites devra 
contenir la projection horizontale du point du terrain (|ul lui corres- 
])Ond. Il ne s’agira donc plus que de trouver la distance de ce point 
du terrain à la verticale. Or si,' dans la projection verticale, et sur 
la projection de la verticale de l'aérostat, on jirciid deux points qui, 
en parties de l’échelle , soient disMiis l’un de l'autre d’une quantité 
égale il la distance mesurée des deux stations, et si par ces points' 
on mène des droites qui lassent avec la verticale des angles égaux à 
ceux tpii ont été observés pour un môme point du terrain , ces droites 
se couperont en un point dont la distance à la verticale sera la dis- 
tance demandée. Portant dcHt cette distance sur le rayon correspon- 
d-Tiit, partir de la projection de l’aérostat, on aura sur la carte la 
position du jjoim dji terrain. Les deux .nêmes droites , dans la pro- 
j.'>clion verticale, déterminent, par leur intersection, la hauteur du 
, jjoint du terrain j prenant donc sur la projection verticale les hauteur» 
lie tous les points du terrain au-dessus «l’un même plan horizontal , 
on détcriiiiiK'i a les cotes qui conviendront à tous les points de la ca^j:a, 

1 1 on .nuta le nivclleiucnt du terrain. 

<Vttc consiriictlon est assez siiiiplo pour ne pas avoir besoin de 
ligure. 

I.a droite menée de la projection de la verticale de l’aérostat ù celle 
du premier point A observé , ayant été tracée d’almrd arbitrairement 
sur la ca: te, il s’ensuit que la carte n’est point orientée ; et , en elTet , 
d.iHS Us ubscrv.'Uioiis qne nous .avons indiquées, il n’y a rien qui 
jmlsse délcrininer la position des objets par rapport aux quatre points 
cardinaux de l’horizon. Mais si l’ingénieur observe à terre l’angle que 
i'ait avec la méridienne un rayon visuel horizontal dirigé du pied de 
l.i verticale ù un dos ])oiii!s placés sur la carte , et s’il rapjmrte cet 
angle sur sa projection , il aura la tlircctiou de la inérklienne , et la 
t'ai te sera orientée. 


V. 
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V. 


io3. Ce que nous avons vu , jusqu’à présent , de la «cométrie des- 
criptive , considérée d’une manière abstraite, contient les principales 
méthodes dont on peut avoir besoin dans les arts. ' 

Si donc on avoit établi dans toutes les communes un peu considé- 
raljles des écoles sccondaises, dans, lesquelles' les jeunes gens Je l’àge^ 
de douze ans , et qui se destinent à la pratique de quelques - uns des ^ 
arts , auroient été exercés pendant deux années aux constructions gra- 
phiques , et familiarisés avec les principaux phénomènes de la nature , 
dont la conn^sance leur est indispensable ; ce qui , en développant 
leur intelligence, et en leur donnant l’habitude et le sentiment de la 
précision , auroit contribué , de la manière la plus certaine , aux progrès 
de l’industrie nationale, et ce qui, en les accoutumant à l’évidence, 
les auroit garantis pour toujours de la séduction des imposteurs de tous 
les genres ; et si nous ne nous proposions que Je faire le livre élémen- 
taire qui auroit dû servir de base à l’inslniction de ces écoles secon- 
daires , il fàudroit terminer là les généralités, et passer immédiatement 
aux applications les plus utiles, et à celles dont l’usage est le plus fré- 
quent.. Mais nous ne devons pas écrire seulement pour Us élèves des 
«coles secondaires, nous devons ’^iire’ pour l*urs professeurs. 

On ne doit faire entrer daiislépwn d’une instruction populaire quer- 
des objets simples et (l’une utilité journalière : mais, si un artiste ren- 
contre une seule fols dans sa vie une dllliculté.dont il n’uit j)oint étér 
question dans les écoles, à qui s’adressera - 1 - il pour la lever, si ce 
n’est au professeur ? et comment ’lc prol'esscur la levera-t-il -, s’il ne s’est 
exercé à des considérations d’une généralité plus grande (jue celles qui 
forment l’objet ordinaire des études ? 

Pour donner» aux professeurs la connoissailce (Je quelxjues propriétés 
générales de l’étendue , et dont on peut avoir occasion de l'aire usage ^ 
dans les arts , nous allons consacrer quelques leçons à l’examen de la 
courbure des courbes à double courljjm' , et de celles ^es surfaces 
Courbes. 

^ • 

O 

♦ 
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De la courbure et des développées des courbes à double courbure. 


lo.f. On sait (|ue, si une limite, considérée datis un plan, founie • 
autou4 d’un de ses points supposé fixe, tous les autres points de la 
droite décriront autour du point fixe des circotirérciiccs de cercks 
concentriques. 'Il n’y a aucune courljc qu’on ne puisse concev'oii* eu.- * 
gendrée d’une manière analogue. , 

- M N O une cotu’be quelconque tracée sur un plan : 

si l’ojtj^pnçoît qu’une droite A B se meuve de manière qu’ella soit per- 
{let^lleniént tangente la couvIh* , et sans prendre de mouvement dans • 
le sens de* sa longueur, chaque point P de cette di-^he décrira une 
courbe G P P' P" H qui aura évidemment les propriétés suivantes. 

Chaque élément. P Q de la courbe décrite sera perpendiculaire à la 
direction correspondante de la droite A D ; car cet élément a la même 
direction qu’auroit en P l’élément d’un arc do cercle décrit du point M 
de contact , comme centre , et avec un rayon égal à P M. Ainsi la 
tangente en P de la courbe décrite ser.a perpendiculaire à la droUe 
menée par le pioint P, tangente à la courbe donnée MN O. 

Si le point décrivant P est placé du côté vers lequel la droite A B 
s’approche de la courbe touchée, la courbe G P se dirigera verj MNO 
jusqu’à ce qu’elle la rentontre ; ce qjii arrivera lorsque le point décrit. 

■ vaut Sera devenu luUmême le poiflilde contact de la droite AB, supposée 
transportée en C D ; mais cette courbe ne se prolongera jias au-delà j 
et si la droite continue son mouvement , le point P, et par conséquent 
lacouiix; qu’il décrit, se réiléchira en P'. La courbe décrite étant tou- 
jours perpendiculaire à la droite mobile, les deux branches G P P' 
et P' P" H seront toutes deux perpendiculaires à la droite C D , et par 
conséquent à la courlie MNO que cette droite touche en P’. Ces deux 
branches se toucheront donc elles-mêmes en P'. . 

Le point P' dans lequel une courbe se réfléchit ainsi , de manière que 
ses deux branches’se touchent à»ce point, se nomme point de rebrous- 
sement. , 

La courbe MNQ, sur laquelle s’appuie la droite en la totTclianl 
perpétuellement, s’appelle la développée de la courbe G P P' P" H, 
parce qu’un de ses arcs quelconques MNP' est égal' à la partie corres- 
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pondante M P de la droite Jnobile ; et la courbe G P P' P" H s’appelle 
la développante de la courbe MNO. Comme on peut avoir autant do 
côurlrcs décrites de la même manière que l’on peut concevoir do 
points V,jt, sur la droite AB, regardée comme îndélinic , il est évident 
qu’une même développée peut asyir une iSlinité de dévelop])antes diflé- 
rçntes, telles que G P P' P 11 , gpp p h; et toutes ces développantes 
ont la propriété J’avoir les mêmes normales. Nous verrons incessamment 
^ que réciprorpiciuent il n’y a pas do courlie qui n’ait une inlinité de 
développées dillorentes. 

• • 

10 5 . On fait usage daps.les arts de queltpies développantes, et prin- 
cipalement de celle du cercle , qui est une spirale dont le nembre des 
révolutions est intini, et dont toutes les brandies successives sont éloi- 
gnées les unes des antres d’une quantité constante^ égale à la dreon- 
f'érence du cercle développé. C’est suivant^ courbure de cette déve- 
loppante que i’on coupe les cames ou dents des arbres tournans qui 
soulèvent des pilons, comme dans les bocards , parce que de contact 
de la came avec le meiitorinet du pilon étant toujours dans la mémo 
verticale, l’eiïort de l’arbre pour soulever le pilon est constamnient le 
même. Vaucanson employoit souvent la spirale développante du cercla 

^ comme naoyen d’engrenage pour transmettre le mouvement d’un arbre 
tournant à un autre arbre qui lui étoit parallèle , sur-tout lorsqu’il falloit 
que l’engrciuigu lût exact et transmîesubittraent, sons temps perdu, le 
mouvement d’un arbre à l’autre. 

106. Nous avons lait voir ( 104) comment la développante peut être- 
lomice d’aprèa la développée ; il est facile de concevoii- comment , à 
son tour, la développée peut êtA formée d’après la développante. En 
effet, nous avons vu que tontes les normales de la développante sont 

' jangertes à la déveloi^pée. Si donc, par tous les pomts P, Q, d’une 
courbe proposée GPQP, on cqnçoit des normales, la courbe MNO 
«qui touchera tontes ces normales sera .la développée. De plus , si par 
deux points P, Q, consécutifs et infiniment pijodies, on conçoit deu.x 
normales PB,Qé, le point M où elles se conperolit, pour se ^jroiser 
au-delà , sera sur la développée j et ce point pourra être regardé counue* 
le centre d'un petit arc de cercle qui, étant décrit avec le rayon PM,, 

O 2 
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auroit la môme courbure tjue l’arc PQ de là courlie que l’on considère. 
Le rayon P M du cercle , dont la courbure est la môme que celle de 
l’arc infiniment petit PQ d’une courbe, se nomme le rayon de cour- 
bure de cet arc; le point M où se coupent les deux noniiales consé- 
cutives en est le centre de cou^iure ; ct^^ette courbure est connue lorsque 
la position du point M est déterminée. 






107. Jusqu’ici nous avons supposé que les courbes étoient planes, et 
‘nous n’avons considéré que ce qui se passe dans leur ])lon. Nous allons 
pns».'r aux cBurbes à double courbure , telles que celles qui sont pro- 
duites par l’intersection de deux surlaces courbes. 

Si l’on conçoit une droite jnenéc par le centre d’un cercle perpen- 
diculairement à son plan , et indéfiniment prolongée de part et d'autre, 
on sait que cliacnn "des points de cette droite sera à égales distances de 
tous les points de la circoidérence ; que par conséquent, si l’on imagine 
qu’une seconde droite , terminée d’une port à un des points de la cir- 
conférence», et de l’antre à un point quelconque de la perpendiculaire, 
tourne 'autour de cette dernière connue axe , en faisant constamment 
le môme angle avec elle, son extrémité mobile décrira la circonférence 
do cercle avec la môme exactitude que si l’on eût fait tourner le 
rayon autour du centre. La description du cercle au moyen du rayon , . 
cl qui n’est qu’un cas particulier de la première , par sa simplicité est * 
plus propre à donçer l’idée de l’étendue du cercle : mais , s’il ne s’agit 
que de description, la première peut dans certains cas avoir de l’avan- 
tage , parce qu’eiv prenant sur l’axe deux pôles placés de part et 
•d’autre du plan du cercle, puis menant par ces deux points deux 
droites qui se couperoient en un point de la circonférence, et faisant 
ensuite mouvoir le système de ces deux tlroites autour de l’axe , de 
manière que leur point d’intersection fût üxc sur l’une et sur l’autre, 
ce point décriroit la circonférence du cercle, sans qu’il eût été néces- 
saire d’exécuter auparavant le plan dans lequel elle doit se trouver. 


* - ^ 

108. (^Figure \S.) Sojt KAaDune courbe à double courbure quel- 

^conrpxo tracée dans’l’espace. Par un point A d® cette élroite soit conçu 
unq»lan M N O P perpendiculaire à la tangente en A ; par le point a in/ini- 
ment proche , soit pareillement imaginé un plan /// n O P perpendiculaire 


/ 
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à la tangente en a; ces deux ]>laiis se couperont en une droite OP qui 
sera l’axe du cercle , dont le petit arc A a de la courbe peut être censé 
f'iure partie : de manière que si , «des points A. , a , on abaisse deux per- 
pendiculaires sur cette tlroite , ces perpendiculaires, égales entre elles, la 
• rencontreront en lin même point jS qui sera le centre de ce cerle. Tous les 
’ autres points g , g j g'-— de cette droite seront chacun à égales distances 
deaous les points de l’arc infiniment petit A n , et pourront [>ar consé(|ucnt 
en être regardés comme les pôles. Ainsi , si d’un point quelcoiiquq^ de 
cet axe on mène detix droites aux points A, n, ces droites g A, ga, 
seront égales entre clics, et rorm#ront avec l’axe des angles ^gO,agO, . 
égaux entre eux : on sorte (pio .si l’on voulolt définir la cotubure de l.a 
courbe au point A, il fiuidroil donner la longueur du rayon de cour- 
bure A G , et que s’il s'agissoit d’as.signcr le sens de la courbure , il 
faudroit donner la position du centre G dans l’espace. Mais s’il est sim- 
plement question de décrire le petit arc, il sulfira également ou do 
faire tourner la ^olte A g autour de l’axe, sans altérer l’angle AgO * 
qu’elle fait avec lui, ou de faire tourner le rayon de courbure AG per- 
pendiculairement à cet axe. 

Ainsi la droite O P peut être regardée comme la ligne des pôles de 
l’élément A a ; le centre de courbure de cet clémqpt est gelui de ses pôles 
dont la distance à l’élément cet un minimum y%nfin son rayon de cour- 
bure est la perpendiculaire AG, abaissée de- l’éUhncnt sur la ligne des 
pôles. 


109. {Figure 46.) Que l’on fasse actuellement sur tous je.s points de la 
courbe à double courbure la même opération que l’on vient de faire 
sur im de ses élémens , c’est-à-dire que par tous les points consé- 
cutifs A, A', A", A'", etc. l’on fasse passer des plans MN'OP , per- 
pendiculaires chacun à la tangente de la courbe au point où il la coupe 5 
le premier de ces plans rencontrera le second dans une droite O P qui 
sera le lieu géométrique des pôles de l’arc AA'; le second rencontrera 
le troisième dans une droite O' P' , Heu des pôles de l’arc A' A", et ainsi de 
suite. H est évident que le système de toutes les droites d’intersections, oif 
lasuî-face courbe qu’elles forment par leur assemblage, sera le lieu géomé- ’ 
trique des pôles de la courbe K AD; -car cette courbe n’aura |)oint depok 
qui ne soit sur la surface , e^ccUe surface n’aura pas de point qui ne soit 
le pôle de quelqu’un des clémens de la combe. 




» 


Digitized by CoogL 


l lO 


«! i O M j; T n t E D E s c n I r T I V n. 

> Il O. Avant que d’aller plus loin, il est nécessaire d’exposer quel( pies 
propriétés dont jouissent les surfaces do ce genre , iiidcpeiidatniuenl do 
la courbe qui a servi à leur formation. 

Ces surfaces peuvent so développer sur un plan sans rupture et sans 
duplicature. lin eifet , les élémens tels que OP , P' O’, dont est composé , 
la surl’ace, sont des portions de plans infiniment étroites, et qui je 
joignent successivement par des lignes droites. On peut donc toujovrs 
concevoir que le premier de ces élémens O P P' O' tourne autour de O' P' 
comme charnière , justpi’à ce qu’il soit dans le plan de l’élémcut sui- 
vant' O' P' P" CV'; (|u'ensuite leur asscwhlage tourne autour de O' P'", 
jusqu’à ce qîi’il soit dans le plan du troLsièiuc, et ainsi de suite. D’où 
l’on voit que rien n’empôclio que de cette manière tous les élémens de la 
surface ne viennent .sans rupture se ranger dans un même plan. 

De même que les plans normaux à la courJie K A D par leurs inter- 
^ Ecciions»siicccssives forment une surface courbe , à laquelle ils sont tous 
tapgens } parcllleiiient les llgne.s droites d:uis lesqu^cs ils se coupent 
hojrencon iront Successivement dans des points qui forment une conrlie 
ù double courbure, à laquelle toutes ces droites sont tangentes ; car deux 
lie ces droites consécutives sont les intersections d’un même plan normal , 
avec celui qui 1% préo)ye, et avec celui qui le suit immédiatement. Ces 
deux droilefi sont donc dJns un même plan ; elles se coupent donc quelque 
part en uii point , • et la suite de tous ces points de rencontre forme 
une courbe remarquable sur la surface développable. En eifet, les droites 
consécutives , après s’être croisées sur la courbe qui les touche toutes , 
se prolongent. au-delà, et forment par leurs prolongemcns une nappe 
de surface distincte de la nappe formée par les parties des mêmes droites 
avant leurs rencontres. Ces denx najipes sc joignent sur la courbe qiti 
est, par rapport à la surface entière, une véritable arête de rebrovis- 
seifieiit. 

(i-7^, /f6.) Actuellement du point A de la courbe , jiar lequel passe 
le premier plan normal M N O P , soit menée dans le plan , et suivant 
une direction arbitraire, une droite Ag jusqu’à ce qu’elle reiicouti-è la' 
section O P quelque part en un point par les points A' , g- soit me- 
née dans le second plan normal , la droite A'g prolongée jusqu’à ce 
/ju’elle reiicontre .la section O' P' en un point g } soit pareillement - 
menée A" g' g, et ainsi de suite. La couTbc»qui passe par tous los pobits 




Digi‘ized by GoogK 


J> 1. s C R I r 1 1 V L, 


1 T l 


c li O ji 1- T n I i; 

<T, etc., est une iléveloppce de la courbe K Al) ; car foutes les 

droites A «•, A.' g , A" sont les tangentes de la courlje puis- 

f|u’clles sont les prolongemens dçs élcmens de celte courbe. De plus, 
si l’on conçoit que la première Ag tourne autour de O P, comme axe, 
pour venir s’appliquer sur la suivante A' g, elle n’aura pas cessé d’ètro 
tangente à la courbe g g g" y et son extrémife A , après avoir* parcouru 
l’arc AA', se confondra avec rextréinllé» A' de la seconde. Que l’on 
fasse de môme tourner la seconde ligne A'^’’^fcrtour de O' P', comme 
axe, pour qu’elle vienne s’aj>pliquer sur la troisième A"^>-',‘clIe ne 
cessera pas de Jucher la courbe g g g', et son extrémité A' ne sorliVa 
pas de l’arc A' A", et ainsi de suite. Donc la courbe gg g' telle, 
que si on conçoit qu’une de ses tangentes tourne autour de cette 
courbe sans cesser de lui être tangente , cl sans avoir de mouvement 
dans le sens de sa longncirr, un- des points de celte tangente décrira 
la courbe K A J) ; donc elle est nnc <le .scs dévelopj)ées. Mais la direc- 
tfbn de la première droite Ag étoit iirbifrnlrc ; rU suivant queltpir 
antre direction ([u’on l’eût mcné*e dans le plan normal, on.auroit 
trouvé une autre courbe g g' g qui tmroit été pareillement une déve- 
loppée de la cOurbe K A D. Une courbe (juelconque a donc une iiili- 
nilé de développées ^]ui sont toutes comprises sur une môme surface 
courbe. 

Les droites A' g et A" g forment des anglos^l^ux avec la droite 
O' P’; et l’élément g g" étant le proiongcmetit l|||p1a droite ü 

s’ensuit (jue les deux éléinens consécutifs gg , g' g" de la développée g" g', 
forment des angles égaux avec la droite O' P' cpii passe pardeur point 
de rencontre." Or, lorsqu’on développe la surface pour l’appliquer ^ 
sur un plan , les élémens de la développée ne cessent pas de faire les 
mêmes angles avec les droites O' P'; donc deux élémens consécutifs de 
la courbe g g' g , considérés dans la surface étendue sur un plan',. 
formcHt des angles égaux aj-ec une môme ligne droite ; /loue ils sont 
dans le prolongement l’un de l’autre. Il suit de lit que chacune des 
développées d’une courbe à double courbure devient une ligne droite, 
lorsque la surface qui les contient toutes est étendue sur un plan j 
donc elle est sur cette surface la plus courte’ que l’on puisse mener 
entre scs extrémités. 

On déduit de là un mo-jen facile d’obtenir une développée quel- 
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coiujuc d’une courlje ù double courliure , lorsque l’on a la surlace déve- 
loppable qui les contient toutes. Pour cela, il sulïit, par un point de 
la combe, de inencr un lil tangent à la surlace, et de plier ensuite 
ce lil sur la surl'acc eo le tendant ; car , en vertu de la tension , il 
prendra la directidn de la courbe la plus courte entre ses ex.tréjnités j 
il se jiliera par conséquent sur une dés développées. 

» 

111. * On conçoit d’apîès cela comment il est possible d’engendrer, 
par un* mouvement continu , une courbe quelconque à double cour- . 
bure : car , après avoir exécuté la surlace dévcIoppi#)l&, touchée par 
tous les plans normaux de la courbe ; si du' point donné dans l’espace, 

et par lequel la courbe doit p.asser, on dirige deux 111 s tangens à cette 
snri'ace ; et si , après les avoir pliés ensuite sur la surface en les ten- 
dant , on les fixe par leurs autres extrémités ; le point de réunion des 
deux fils qui aura la faculté de se mouvoir avec le plan tajigent à la 
surface , sans glisser ni sur l’un des lils , ni sur l’autre , engemlrera , da«s 
seul mouvement, la courbe proposée. 

112. Tout ce que nous venons 'de dire par rapport aux courlxîs à 
double courbure , convient également aux courbes planes ; avec cette 
différence seulement, que tous les plans normaux étant perjiendicu- 
laires au plan de jAcourbe , toutes les droites de leurs intersections 
consécutives sonC^Hsi perpendiculaires au môme plan , et par con- 
séquent parallèles entre elles. La surface développable , toucliée par 
tous ces plans normaux , est donc alors une surface cylindrique , dont 

^ la section peqiciidicidairo est la développée ordinaire -de la courbe. 
Mais cette surJ’ace' cylindrique contient de même toutes les développées • 
à double courbure de la même courbe ; et chacune de ces développées 
, fait , avec toutes les droites génératrices de la surliice cylindrifjue , des 
angles constans. Le filet d’une vis ordinaire est une des dcvelpppées 
de la développante du cercle qui sert de bîisc à la surface cyluidiique 
sur laquelle il se trouve ; et quelle que soit la hauteur du pas* tic la 
vis , si le diamètre du cylindre ne change pas, le filet sera toujours 
une des développées de la même courlie. 

11 3 . Après avoir cxjwsé la tlicxiric des courbes à double Courbure, 

• • nous 
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nous allons nous occuper des surfaces courbes. Cet olijot est de nature 
k être traité avec beaucou]) pins de facilité par le secours de l’ana- 
lyse , que par la simple contemplation des propriétés de l’étendue : 
mais les résultats auxqiftls il conduit ])euvant être utiles à des artistes 
que nous ne devons pas supposer familiarisés avec les opérations ana- 
lytiques } nous allons donc essayer de les présenter en n’employant 
que des considérations géométriques. Cette méthode Introduira la clarté 
qui lui est particulière ; mais aussi elle apportera de la lenteur* dans la 
marcha. 

Les surfaces , qi-ir rapport à leurs courbures , peuvent être divisées 
en trois grandes classes. La première comprend celles qui dans tous 
leurs ])oints n’ont aucune courbure ; les surfaces de ce germe se ré- 
duisent au plan , (pii d’ailleurs peut être placé d’une manière quel- 
conque dans l’espace. La seconde classe renferme toutes celles qui 
dans chacun de leurs points ri’ont qu'une seule courbure ; ce sont en 
général les surfaces développables, dont par-tout deup: élérncns consé- 
cutifs peuvent être regardés comme faisant partie d’une surface conique, 
même en regardant la grandeur de ces élémens comme indéfinie dans 
le sens de la génératrice de la surface conique. Enfin toutes les autres 
surfaces courbes composent la troisième classe ; dans chacun de leurs 
points elles ont deux courbures distinctes et qui peuvent varier Tune 
indépendamment de l’autre. Commençons par considérer les surfaces 
courbes les plus simples, et d’abord les surfaces cylindriques, 

114. Soit A B F E (Jrg. 4 ^) I surface cylindrique indéfinie à Ijase 
quelconque , sur laquelle on considère un point L pris arbitrairement. 
Par ce point concevons la droite génératrice CL G, et une seciiuù 
J L K faite par un plan perpendiculaire à la génératrice j cette seo 
tlon sera parallèle et semblable à la base de la surface. Enfin par 
le point L 'concevons à la surface la normale LP ; cetto normale sera 
perpendiculaire à la génératrice CG , et par conséquent dans le, plan, 
de la section JLK^ de .plus elle sera perpendiculaire à là tangente* 
de la section au point L ; ou , ce qui comprend à la fois les deux 
exinditions , elle sera perpendiculaire _au plan tangent à la surface 
en L. Cela posé l’on prend sur la surface deux antres points iiifi- 
>iment*voisûis du point L , l’un M sur la génératrice C G , l’autre N 
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sur la scGlioii perpeiKliciilairc , et si par chacun de ces points on mène 
une nouvelle nonnale à la surface , ces deux normales M Q , N P 
seront cliacunc dans un même plan avec la première normale LP; 
mais ces plans seront dilî'érens pour les deux dernières normales. Lu 
el'fèt , le plan tangent à la surface en I. étant aussi tangent en M , 
les deux droites LP et MQ sont perpendiculaires au même plan; elles 
sont donc parallèles entre elles , et par«conséquent dans un même plan. 
Ces droites parallèles peuvent être regardées comme concourant à l’in- 
fini. Quant aux nornuales LP, NP, elles sont évidemment cotppriscs 
dans le pl.an de la section perpendiculaire ; elles concourent donc en 
un certain point P de ce -plan : ainsi les deux plans qui contiennent 
les trois normales deux à deux sont non seulement diliérens , mais 
perpendiculaires l’un à 1 autre. ^ 

ji5. Actuellement quelque autre point O que l’on prenne sur la sur- 
face , infiniment, voisin du premier point L, si par ce point on con- 
çoit à la surface une normale O Q , cette nonnale ne sera pas diuis 
un même ]>lan avec la première normale LP, et par conséquent ne 
pourra la rencontrer ; car si par le point O l’on conçoit une nouvelle 
section iO k perpendiculaire à la surface , et qui coupe quelque part 
en un point M la droite génératrice qui passe par le point L, la nor- 
male OQ sera dans le plan de cette section. Les deux normales LP 
et O Q scron» donc dans deux plans parallèles , et ne pourront être 
elles-mêmes dans un môme plan, à moins qu’elles ne soient parallèles 
entre elles : or elles ne sont point parallèles. En effet, si l’on conçoit 
lii norinalc au point M, nous avons vu que cette normale MQ sera 
parallèle à L P ; mais elle ne sera pas parallèle à O Q : donc les nor- 
males LP et O Q ne sont point parallèles entre elles; donc elles ne 
sont pas jlans un môme plan j dont; elles ne peuvent jamais se 
rencontrer. 

‘ lié. Oh voit donc que, si, apres avoir meijé, parun point quelconque 
d'une surlace cylindrique , une normale à la surfafce , on vont passer 
à un point infiniment voisin pour lequel la nouvelle normale soit dans 
un môme plan avec la précédente, et puisse la rencontrer même à 
l’infmi, si cela est necessaire , *on ne peut le faire que dans dfeux'sens 
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différenS : i». en^suivaiit la direction de la droite géneralrlcc de 11 
surface, et alors la nouvelle normale rencontre la première à l’iidini j 
2“/en suivant la section perpendiculaire à la surface , et alors la nou- 
velle normale rencontre la première en un point , dont la distance 
dépend de la courbure de la base dans le point correspondant’; enliu , 
que ces deux directions sont entre elles à angles droits sur la siuÿace. 

Les deux points de rencontre des trois normales sont donc les seuls 
centres de courbure possibles de refénient que l’on considère sur la 
surface ; les deux plans dill'éicns ([ui passent par la première normale 
et par chacune des deux autres , indiquent le sens de chacune de ces 
courbures ; les distances du point de la surface aux deux points de 
rencontre des normales sont les rayons des deux courbures y et l’on 
voit que , dans les surlaces cylindriques, un de cés rayons étant tou- 
jours infini, tandis que la grandeur de l’autre dépend de la nature do 
la base de la surface , pour chacun des points il n’y a qu’une cour- 
bure finie ; l’autre est toujours infiniment petite ou nulle. 

Ce rpie nous venons do dire peut s’appliquer facilement à toutes les 
suri'aces développables , dont deux élémens consécutifs même indéfinis * 
dans le sens de la direction de la droite génératrice peuvent toujours. 
*ètre considérés comme faisant partie d’une certaine surface cylindrique. 
Passons maintenant au cas général des surfaces courbes quelconques. 

117. Soit A B CD 47)» '•’tie surface courbe quelconque, sur 

laquelle on considère un point L pris à volonté , et par ce point L 
soit conçue une droite F Ly' tangente à la surface : la position' de 
cette droite ne sera pas déterminée; elle pourra être menée d’une 
manière quelconque dans le plan tangent à la surface au point L. Puis 
concevons que la droite Fy se meuve de manière qu’elle soit toujours 
parallèle à elle-inème , et qu’elle soit toujours tangente à la surface 
courbe; elle engendrera par son mouvement tine certaine surface 

• cylindrique E r? ^ G , dont la. base dépendra de la forme de la surface 
courbe , et qui touchera cette surface courbe dans une courbe L C K A L, 
engendrée elle-même par le mouvement du point de contact de la 
droite génératrice avec la surface courbe. Cette courbe do contact 
L C K A E est en général à double courbim;. 

118. Dans le cas très-particulier de la surface courbe du second 
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^cnré , c’est-à-dire , de la surface qui , étant coupée par un plan quel- 
conque , produit toujours une section conique , la ligne de contact 
avec une surface cylindrique qui l’enveloppe , est toujours une courbe 
plane , quelle que soit d’ailleturs la direction Je la génératrice de la 
surface cylindrique. 

» 

119. Dans le cas un pea plus général où la surface courbe est en- 
gendrée par le mouvement d’une ligne courbe plane , fixe dans soi» 
plan , mais mobile avec lui , lorsqu’il roule sur deux surfaces courbes 
données , pour chaque point de la stuface il existe une direction à 
donner à la droite génératrice , pour que la surface cylindrique en- 
gendrée par le mouvement de cette droite touche la surface courbe 
dans une courbe plane j et cette direction doit être telle que la droite 
soit toujours perpendiculaire au plan mobile , lorsqu’il passe par le 
point que l’on considère. Les surfaces de révolution en sont un cas 
particulier. En effet , si par un point quelconque d’une surface de 
révolution on conçoit une droite tangente à la surface , et perpendi- 
culaire au plan du méridien qui passe par ce point , et si l’on sup- 
•pose que cette droite se meuve de manière qu’elle soit toujours tan- 
gente à la surface, et perpendiculaire au plan du môme méridien , le* 
point de contact de la ligne avec la surface parcourra la circonférence 
du méridien , et la droite engendrera une surface cylindrûpie qui tou» 
cliera la surlace de révoMltioii dans la circonférence mémé*du méri- 
dien , et par conséc|ucnt dans une courbe plane. 

J20. Pour tout autre cas , une surface cylindrique circonscrite à uue 
surface quelconque touche cette surface dans une combe LCKAL 
qui est à double courbure. 

La droite F Ly ayant d’abord été jnence d’une manière arbitraire 
dans le plan tangent à la surface au point L, si par le point L on 
conçoit la tangente LU à la courbe de cfontact LCKAL, cette tan- 
gente fera , avec la ligne droite génératrice F L y, un angle F L U 
qui dépendra et de la nature de la surface courbe , et de la direction 
arbitraire donnée à la droite F Ly Concevons , ce qui est toujours 
po.sslble dans chaque cas particulier , que la direction de la droite 
F Ly change , sans que cette droite cesse d’ètre tangente à la surface 
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au point L, et que, d’après cette nouvelle direction, elle se meuve 
parallèlement à elle-même en touchant toujours la surface j elle engen- 
drera par son mouvement une autre surface cylindrique circonscrite 
à la surface , qui la touchera dans une antre ligne de contact à double 
, courbure ; cette nouvelle courbe de contact passera encore par le point 
L , et sa tqfgente en ce point fera , avec la nouvelle direction de la 
droite génératrice , un angle dill’érent du premier angle F L U. Con- 
cevons enfin qu’on ait ainsi fait varier la direction de la droite géné- 
ratjrice , jusqu’à ce que la surface cylindrique , engendrée par Cette 
droite , touche la surface dans une courbe de contact , dont la tan- 
'gentc en L soit perpendiculaire à la droite génératrice. 

Cela posé, soit {Jîgure 48) une surface courbe quelconque, sur 
laquelle on considère d’abord un certain point L ; soit F L J la 
droite tangente à la surface en L , dont la direction soit prise de 
manière que , si on la fait mouvoir parallèlement à elle - même , et 
sans qu’elle cesse de toucher la surface , elle engendre une surface 
cylindrique EF GH J K, qui touche la surface en une courbe, dont 
la tangente en L soit perpendiculaire à F L J. La ligne de contact 
de la surface cylindrique avec la surface proposée sera une courbe 
à double courbure ; mais au point L son élément se confondra avec 
l’élément LN de la section CNLD faite dans la surface cj'lindrlque 
par un plan perpendiculaire à la droite génératrice F L J. Les deux 
extrémités L, N de cet élément, se trouvant sur la ligne de contact, 
seront en même temps sur les deux surfaces ; et si par ces points L, N, 
on^nlène deux normales LP, NI* à la surface cylindrique, elles 
seront aussi normales à la courbe. Or ces deux normales sont dans 
le même plan perpendiculaire à la génératrice de la surface cylin- 
drique , et doivent se rencontrer,quelque part en un point P, qui est 
le centre de courbure de l’arc L N j donc si sur une suriace courbe 
quelconque on prend deux points L, N , qui soient placés sur la ligne'de 
contact de cette surface avec la surface cylindrique dont la droite géné- 
ratrice soit perpendiculaire à l’élément L N de cèttc ligne de contact, 
les normales à la surface courbe , menées par ces deux points , seront^ 
dans un même plan , et se rencontreront en un point qui sera le 
centre de la çourbure de la surface, dans le sens du^jilon qui contient 
les deux normales. 
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121. Si sur la droite F L J on prend un point m iniiniment proche dii 
point , et si par ce points on conçoit une normale à la surftice cylin- 
drique, cette normale sera parallèle àL P, et ne sera pas normale à la sur- 
face courbe. Mais si l’on conçoit que dans le plan de la courbe A L M B, 
déterminé par les droites F L J et L P , la droite F L J se meuve sans cesser 
de toucher la surface, et prenne la position infinluicnt vtf^ineyi, de 
manière qu’elle touche la surface dans un point M , infiniment voisin 
du point L ,’ et si l’on suppose que cette droite yM i se meuve paral- 
lèlement à elle-tnème en touchant toujours la surface , elle engendrera 
une nouvelle surface cylindrique e f g hik , iniiniment peu différente 
de la première, tant pour la forme que pour la position , et la ligne" 
de contact de cette nouvelle surface cyliiulrûiuc passera par le point 
La normale M Q à cette surface cylindrique au jwint M sera aussi 
normale à la surface courbe ; elle sera dans un même plan avec la 
première normale LP, puisqu’elles seront toutes deux dans le j)lan 
déterminé par les droites F L J ,y M i ; et ce plan sera perpendicu- 
laire i\ celui qui passé par les normales LP, N P. I..es deux normales 
L P et M Q se rencontreront donc eu un certain point R, qui sera 
le centre de courbure de l’arc LM, et par conséquent le centre de la 
courbure de la surface dans le sens du plan qui passe par les droites 

F L J , yk’ L 

On voit donc que si, considérant sur une surface courbe quelconque 
ttn point quelconque L, on coiiçoit une nonnale à la surface en ce point , 
on peut toujours passer, suivant deux directions différentes, à un antre 
point M ou N , pour lequel la nouvelle normale soit dans un même itlun 
avec la première , et que ces deux directions étant dans des plans nor- 
maux rectangulaires entre eux, elles sont elles-mêmes à angles droits 
sur la surface courbe. 

^22. Actuellement ces deux directions sont en général les seidcspour 
lesqnclles' cet effet puisse avoir lieu; c’est-à-dire, que si sur la surface 
conrbe on passe dans toute autre direction à un point O, inlûiiment voi.sin 
^du point L, et que si par ce point'on mène à la surface la normale OQ , 
cette normale ne sera pas dans un même plan avec la normale LP, et ne 
pourra par conséquent la rencontrer.' 

En elVct , concevons que la seconde surface cylindrique ait été inclinée 
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tlé*telle manière , que sa ligne de contact avec la stirlace ]>assc jtac le 
point-O, l’arc OM de cette ligne de contact sc confondra avec l’arc de 
la section CO MD' perpendiculaire à la surface cylindrique ; fcs deux 
normales en O et en M à la surface seront aussi normales à la sift-facc 
cylindrique ; elles seront dans le plan de la section perpendiculaire ; 
elles SC rencontreront quelque part en un point Q : mais la normale O Q * 
ne rencontrera pas la normale LP ; car pour que ces tleux normales so 
rencontrassent , il laudroit qud le point Q de la normale coïncidât avec 
le point R , dans lequel celte normale rencontre LPj ce qui en général 
n’arrive pas, parce que cola suppose une égalité entre les courbures des 
deux a-cs LM et LN, et ce qui ne peut avoir lieu que j>our certains 
points <le quelques surfaces courbes. Par exemple , la courbure de la sur- 
face do la splière étant la même dans tous les sens , suivant quelque 
direction que l’on passe d’un de scs points à un autre infiniment proche, 
les Normales menées par ces deux points sont toiq'ours dans un même 
plan ; et cette surface est la seule pour laquelle cette propriété convienne 
à tons les points. Dans les surfaces de révolution pour lesquelles la courbe 
génératrice coupe l’axe perpendiculairement, la courbure au sommet est 
encore la même dans tous les sens, et deux normales consécutives sont 
toujours dans un même plan ; mais cette propriété n’a lieu que pour 
le sommet. Enfin il existe des surfaces courbes, d.ans lesquelles cette pro- 
ptiélé a Heu pour une suite de points qui forment une ceitaine courbe 
siu- la surface : mais cela n’arrive que pour les points de cette courbe ; 
et pour tous les autres points de la surface , la nouvelle normale ne ]>eut 
rencontrer la première , à moins que le point de la surface par lequel 
elle j)assc , ne soit pris suivant l'une des deux directions que nous avons 
définies. 

123. n suit de là qu'ên généml une surface qiTclconquc n’a, dans 
• * chacun de scs points, que deux courbyres j que chacune de ces cour- 
bures a son centre particulier, son rayon particulier, et que les deux 
arcs sur lesquels se prennent ces deux courbures sont à angles drx»its 
sur la surface. I.es c»s particuliers pour lesquels , comme dans la spttère*, 
et dans les sommets de surfaces de révolution, deux normales consécu- 
tives quelcompics sc rencontrent , ne sont pas une exception à cette 
proposition. 11 résulte seulement que pour ces cas les deux courburea 
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sont égales entre elles , et que les directions suivant lesquelles on Ibit 

les estimer sont indifférentes. 

124. Quoique les deux courbures d’une surface courbe soient assujetties 
l'une à l’autre par la loi de la génération de la surface, elles éprouvent 
d’uu point de la surface à l’autre des variations qui peuvent être dans 
le même sens ou dans des sens contraires. Nous ne pouvons pas entrer, 
à cet égard, dans de très-grands détails, qui dcvîendroient beaucoup 
moins pénibles par le secours de l’analyse; nous nous contenterons 
d’observer que pour certaines surfaces , telles que les sphéroïdes, 
dans chaque point les deux courbures sont dans le mémo sens , c’est- 
à - dire qu’elles tournent leurs convexités du même côté ; que pour 
quelques autres surfaces, dans certains points , les deux courbures .sont 
dans des sens opposés , c’est-à-dire que l’une présente sa concavité , et 
l'auire sa convexité du même côté ( la surface de la gorge d’une poulie 
est dans ce cas ) ; que pour quelques autres surfaces dans tous les points, 
les deux courbures sont dans des sens opposés ( la surface engendrée 
par le mouvement d’mie ligne droite , assujettie couper toujours trois 
autres droites données arbitrairement dans l’espace, est dans ce cas) ; enfin 
j[ue dans une surface particulière ces deux courbures opposées sont, 
pour chaque point, égales entre elles. Cette surface est celle dont l’aire est 
rju minimum-^ , .» 

^ ^ , . . 

• 1 ?. 5 ., Pa||oài maintenant a quelques conséquences qui suivent des deux 

courbures oqne surface courbe , et qu’il est important de faire connoître 

aux artistes. 4;» ’ 

Soit (Jig- 49) portion de surface courbe quelconque, sur laquelle 
sous conaidéiions un point L pris arbitrairement, et soit conçue la 
normale à la surface en L. Nous venons de voir que l’on peut passer, 

; «uivant deux directions différentes, d^point-L à un autre M ou L', pour * 
lequel la nouvelle normale rmcoiitrela première, et que ces deux direc- 
tions sont à angles droits sur 1a surface. Soient donc LM etLL' ces deux 
directions rectangulaires en L. Du point M , on pofkrra de même passer 
dans deux directions dlfl'érentes à un autre point N ou M', pour lequel 
la normale rencontre la normale en M, et soient MN et MM' ces 
deux directions, rectangulaires en M. En opérant de môme pour le 
• point 
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point N, on trouvera les tleux clirectimis NO et N N' lortanpulai.Ts 
en N; pour le point O, l’on aura les deux dirertions OP, ()Ü', et 

ainsj de suite. La st^rie des ]ÿ;ints L, M , N, O, P etc. , pour 

les(juels deux normales consécutives sont toujours dons un plan , for- 
mera sur la surl'ace courbe une ligne courbe , (jui indi<inera perpé- 
tuellement le sens d’une des deux coiirbures de fa surface , et cettO 
courbe sera une ligne de i>remiére courbure , qui passera par le 
point L. Si l’on onére pour le point L' , comme on l’a fait pour le 
poiii» L, on pourra d’abord passer, suivant deux directions i-ectaji- 
gulaires, à un nouveau point M' ou L", pour lequel la nouvelle nor- 
male rencontre la normale en L', et on trouvera de même une nou- 
velle série de points L', M', N', O' , P' etc. , qui Corineront sur 

la Surface courbe une autre ligne de ]>reinière courbure, qui passera par 
le point L'. Ln opérant de juliuc pour la suite des points L", L"‘, L"".... 
trouvés comme L' , L" , on aura de nouvelles lignes de première 

courbure L''M"N" O" P"', L'" M"' N'" O'" P'" etc. , qui passeront par 

les points respectifs L", L'", L""..... etc., et qui diviseront la surface 
courljc en zones. Mais la suite des points L, L', L", L'", pour lesquels 
deux normales consécutives sont encore dans un plan, formera sur la 
surface courbe une antre courbe qui indiquem perpétuellement le sens 
de l’autre courlmre de la surface, et cette courbe sera la ligne de secondé 
courbure ; M, M', M", M'",... etc. , formera une autre ligne’de seconde 
courbure , qui passera par le point M; la série des points N, N', N", N'".... 
formera une nouvelle ligne de seconde courbure qui passera par lé 
point N, et ainsi de suite, et toutes les lignes de seconde courbure divi- 
seront la sufface courbe en d’autres zdnes. Enfin toutes les lignes do 
première courbure couperont à angles droits toutes les lignes de seconde 
conrbûrc , et ces deux systèmes de ligues courlics diviseront la surface 
en élémens rectangulaires ; et cet effet aura lieu , non-seulement si ces 
lignes sont infiniment proches, comme nous l’avons supposé, mais même 
quand celles d’un môme système seroient à dos distances finies les unes 
des antres. Avant que d’aller plus loin, nous allons ou apporter un 
exemple, avec lequel ou est déjà famUlarisé. 

4 

• 

i2(S. Si l’on coupe une surface quelconque de révolution par une 
suite de plans menés par l’axe, on aura une suite de sections qui seront 

Q 
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Ifs lignes d’une dos courbures de la snrlace ; car pour qu’une courbe soit 
ligue de courbure d’inic surface , il faut qu’en chacun de ses points , 
l’élément de surlace cylindrique qui toiujieroit la surface dans l’élément 
de la courbe , ait sa droite génératrice perpendiculaire îl la courbe j or 
cette condition a évidemnicnt lieu ici , non- seulement en chaque point 
de la courbe pour*un élément de surface cylindrique particulière , ce 
qui seroit suliisant , mais même par rapport à toute la courbe pour une 
même surface cylindrique. d)e plus, si l’oii coupe la même surlace de 
révolution par une suite do plans perpendiculaires à l’axe, on an»a une 
seconde suite de sections, qui seront toutes circulaires, et <|ni seront les 
lignes de l’autre courbure ; car si par un point quelconque d’une de ces 
sections, on coin^oit la tangente au méridien de la surlacc, et si l’on 
suppose que cette tangeSite se meuve parallèlement à elle-même pour 
engendrer l’élément d’une surface cylindritpie tangent à la surlace , 
l’élément de la suri'ace cylindrique touchera la surface de révolution 
dans l’arc de cercle , et cet arc sera perpendiculaire à la droite généra- 
trice. Ainsi , pour une «urface quelconque de révolution , les lignes de 
courbure sont, pour une espèce de courbure, les méridiens de la sur- 
i'ace , et pour l’autre courbure, les parallèles j et il est évident, que ces 

deux suites de courbes .se coupent toutes à angles droits sur la surface. 

« 

127 . ( Ffg. 49)- Si par tous les .points d’une des lignes de cour- 
bure L M N Ü P d’une surface courbe on conçoit des normales à la sur- 
■facc, nous avons vu qtie la seconde normale rencontrera la première * 
en iMi certain point , que la troisième rencontrera la seconde en un autre 
point , et ainsi de suite ; le système de ces normales , dont deux consé- 
cutives sont toujours dans nn même plan , l'orme donc une surface déve- 
loppable, qui e.st par-tont perpendiculaire à la surface courbe , ef qui la 
coupe suivant la ligne de courbure. Cette ligne de courbure étant elle- 
incmo par-tout perjîendiculaire aux normales qui composent la surface 
. développable , est aussi une ligne de courbure de cette dernière surface. 
I/arète de rebroussement do la surface* développable , arête qui est for- 
mée par la suite des points de rencontre des normales consecutives, et 
à laquelle toutes les normales sont tangentes, estime des développées d» 
la courbe ’L M N O P ; elle est le lieu des centres do courbure de tous les ' 
points de cette courbe, et clic est aussi celui des centres d’une dcscour- 
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l)nres lie l;i surface ('otir les points qui sont sur la ligne LM N O P. Si 
l’on fait la mîline olisjrvation pour toutes les autres lignes de courl)urc 
de la m^nic stiitc , tt lies que L' M' N O P , 1 /' M îs O' P".... etc. toutes 
les normales de la surface courhe pourFont Otre regardées comme com- 
, posant une suite de surfaces développaldes , toutes perpendiculaires à la 
surface , et le système des arêtes de rehroussement de toutes ces surlaces 
développables l’unnera une surliiee courbe qui sera le lieu de tous les 
centres d’une des courbures de la surface courbe. 

Ce que nous venons de remar(]uer jionr une des deux courbures de 
la surface , a également lieu pour l’autre. Ln effet , si par tous les 
points L', L", L'".... etc. d’une des lignes de l’autre courbure, on 
coni;oit des normales à la sttrface, ces droites seront consécutivement 
tleux à lieux dans un même plan ; leur système formera une surface 
développable, qui sera par-tout perpendiculaire à la snrluce , et qui la 
tcncontrera dans la ligne de courbure qui sera elle-même 

une ligne de courbure de la surface développable. L’iU’ètc de rebrons- 
scinont de cette dernière surface sera le lien des centres de courbure de 
la ligne L L' L" L'"...., et en même temps celui des centres de seconde 
conrburo de la surface courlnî pour tous les |>oims de la ligne LL' L" L'"... 
Il en sera de mémo pour toutes les normales menées par les points des 
autres lignes de courbure M , N N' N" N'".... Ln sor te que 

toutes les normales de la surface courbe pourront être regardées de nou- 
veau comme conrposant une seconde strite de surfaces développables, 
toutes perpendiculaires à la surface, et le système des arêtes de rebrous-' 
sement de toutes ces nouvelles siii-faces déveluppibles , formera une 
seconde surface courbe , qtti serai» lieu des centres de la seconde cour- 
bure de la surface. 

128. Dans quelques cas partrcrdlers , les snVfaces des centres dos doux 
corrrbures d’une même srrrfacc cotrrbe sont distinctes, c'est-à-dire , 
qu’elles peuvent être engendrées séparément , ou qu’elles ont leurs équa- 
tions séparées. On en a un exemple dans les surfaces de révolution , 
jimir lesquelles uiio de ces surfaces sc réduit à l’axe même de rota- 
tion , et j)Our lesquelles l’autre est une autre surface de révolution 
engendrée par la rotation de la développée plane du méridiep autour du 
uitiue axe. Mais le plus soureiU , et dans le cas général , ces deux 
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surfaces ne sont point distinctes, elles ne peuvent être engendrées sépa- 
rément ; elles ont la même équation , et elles sont deux nappes dili'é- 
rentes d’une même surlace courbe. 


129. On voit donc que toutes les normales d’iino surface courbe peu- , 
vent être considérées comme les intersections de deux suites de sur- 
llices développables , telles que chacune des surfaces dévelo[>pables ren- 
contre la surface courbe perpendiculairement , et la coupe suivant une 
courbe qui est en même temps ligne de courbure de la surface courbe 
et ligne de courbure *de la surface développable , et que chacune des 
surfaces développables de la première suite , coupe toutes celles de la 
seconde suite en ligne droite et à angles droits. 

ijo. Voyons actuellement quelques exemples de l’utilité dont ces gé- 
néralités peuvent être dans cetÿains arts. Le premier exemple sera pris 
dans l’architecture. 

Les voûtes construites en pierres de taille sont composées de pièces 
«llstlnctes auxquelles on donne le nom générique de poussoirs. Chaque 
voussoir' a plusieurs faces qui exigent la plus grande attention dans 
l’exécution ; i<>. la face qui doit faire parement , et tpii devant être une 
partie de la surface visible de la voûte , doit être exécutée avec la plus 
grande précision , cette face se nomme Doue/le s a“. les laces par les- 
quelles les voussolrs consécutifs s’appliquent les uns contre les autres, 
on les nomme généralement joints. Les joints exigent aussi la plus grande 
exactitude dans leur exécution ; car la pression se transmettant d un 
voussoir à l’autre perpendiculairement à la surface du joint , il est né- 
cessaire que les deux pierres se touchent par le plus grand nombre 
possible tic points , afin que pour chatiue point de contact , la pression soit 
la moindre , et que pour tous elle approche le plus de l’égalité. 11 faut 
donc que dans chaque voussoir les joints approcîient le plus de la vé- 
ritable suriace dont ils doivent faire partie ; et pour que cet objet soit _ 
plus facile à remplir, il faut que la surface des joints soit de la nature 
la plus simple et de l’exécution la plus susceptible^ de précision. C est 
pour cela que l’on fait ordinairement les joints plans ; mais les surfaces 
de toutes ’leç voûtes ne comivorteiit pas cette disposition , et dans quel- 
ques-unes ou blesseroil trop les convenances dont nous parlerons dans 
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vn moment , si l’on ne cloiuioit pas aux joints une surface courbe. Dans 
ce cas , il faut choisir parmi toutes les surfaces courbes qui pourroleiit 
d’ailleurs satisfaire aux autres conditions , celles dont la génération est 
la plus simple , et dont l’exécution est plus susceptible d’exactitude. 

Or , de toutes les surfaces courlies, celles qu’il est plus facile d’exécuter 
sont celles (pû sont engendrées par le mouvement' d’une ligne droite , 
et sur-tout les surfaces développables ; ainsi , lorsqu’il est nécessaire 
que les joints des voussoirs soient des surfaces courbes, on Ics'coinpose , . 

* autant qu’il est possible , de surfaces développables. 

Une des principales conditions auxquelles la forme des joints des 
voussoirs doit satisfaire , c’est d’èlre par- tout perpendiculaiies ù la sur- 
face de la voûte que ces voussoirs composent. Car, si les deux angles 
qu’un môme joint fait avec la surface de 1» voûte étoient sensiblement 
inégaux , cetui de ces angles (jui excèderoit l’angle droit seroit capable 
d’une plus grande résistance que l’autre ; et dans l’action que (îeux 
voussoirs consécutifs exercent l’un sur l’autre , l’angle plus petit que 
l’angle drpit , seroit exposé à éclater, ce <[ui , au moins , déforineroit 
la voûitc , et pourroit môme altérer sa solicKlé , et diminuer la durée de 
l’édilicc. Lors donc que la surface d’un joint doit être courbe , il con- 
vient de l’engendrer par une droite <pii soit par-tout perpendiculaire 
à la .surface de la voûte j et si l’on veiq de plus que la surface du joint 
soit développable , il faut »<jue toutes les normales à la snrliice de la 
voûte, et qni composent , pour ainsi dire , le joint , soient consécutive- 
ment deux il^leux dans un même plan. Or nous venons de voir que 
cette c<mdition ne peut être remplie , à moins que toutes les normales 
ne passent par une int-mc ligne de courbure de la surface de la voûte; 
donc, si les surfaces des joints des voussoirs d’une voûte doivent être 
développables , il faut nécessiiiremcnt que ces surfaces rencontrent celle 
de la voûte <lans ses ligrrcs de cûurbm>c. 

D’ailleurs, avecquel<iue précision que les voussoirs d’une voûte soient 
exécutés , kiir division est toujours apparente sur la surface ; elle y 
trace des lignes très-sensibles , et ces lignes doivent être soumises à des 
lois générales, et satisfaire à des convenances particulières, selon la 
tiatnre de la surface de la voûtç. rarmi les lois générales , les unes sont 
relatives à la stabilité , les autres à la durée de*l’édilicc ; de ce nombre 
est la règle qui prescrit que les joints d’un même voustoir soient -reclun- 
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{^ulaiies ciiMc eux, par la nitfine raison ()u’ils doivent être eux-^nêmes 
ja'rj>eutliculaires à lu siiriacc de la voûte. Aussi les lignes de division 
des voussoirs doivent être telles que celles qui divisent la voûte en assises, 
soient toutes |)erpcndiculaires à celles qui divisent une même assise on 
voussoirs. Quant aux convenances particulières , il y en a de plusieurs 
.sortes , et notre olq'ét n’est pas ici d’en faire renumèration ; in.ais il y 
en a une principale , c'e.sl que les lignes de division des voussoirs qui^ 
comme nous venons de le voir , sont de deux esjièces , et qui doivent 
se rencontrer toutes perpendiculairement , doivent aussi porter Iccarac- * 
tère de la smi'acc à lacpielle elles appartiennent. Or , il n’existe pas de 
ligne sur la surface courbe qui puisse remplir en même temps toutes 
ces conditions que les deux suites de lignes île courbures, cfclles les 
re?nplisscnt complètement. Ainsi la division d’une voûte en voussoirs doit 
donc toujours être faite par des lignes de conrbnre de la .surface de la 
voûte , et les joints doivent être des portions de surfaces développables 
formées par la suite des normales à la siurface qui , considérées consé- 
cutivement , .sont deux à deux dans nn meme plan ; ensortc.quc pour 
chaque votissoir , les siirfaces des quatre joints , et celle de la voûte , 
soient toutes rcclangnliiires. 

Avant la découverte des considérations géométiûjuos sur lesquelles 
tout ce que nous venons de dire est fondé , les artistes avoient nn 
sentiment confus des lois auxquelles elles eoiuluiscnt , et , dans tous 
les c.as , ils avoient coutume de s’y conformer. Ainsi , par exemple , 
loisque la surface de la voûte étoit de révolution , soit i(u’ellc fût en 
sphéroïde , soit qu’elle fût en berceau tournant , ils divisoiciit ses vous- 
soirs par des méridiens et par des parallèles , c'est-à-dire , par les lignes 
de courbure de la surface de la voûte. 

I,es joints qui correspondoient aux méridiens étoient des plans menés 
par l’axe de révoliitloii ; ceux qui .correspondaient aux parallèles, étoient 
des surfaces coniques de révolution autour du même axe ; et ces deux 
e .j>èces de joints étoient reclangidaires entre eux , et perpendiculaires à 
la surface de l;i voûte. Mais, lorsr|ue les surfaces dos voûtes n’avolent 
]!us nue génération aussi sluqilc , et quand leurs lignes de courbure ne 
se préscutoient pas tP une manière aiuÿi marquée , comme dans les* 
voûtes en sjihéroîdes alo*gés , et dans un grand noiul)re d’autres ; les 
artistes ne ponvoient plus sallsfairc à toutes les convenances , et ils 
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sacrirKüient , dans c haque cas particulier , celles qui leur présentoient 
les (lilûcultés les plus grandes. 

Il seroit donc convenable «juc J dans chacune des écoles dé géométrie 
descriptive établie dans les districts, le prol’esseur s’occupât de la dé- 
termination et de la construction des lignes de courbure des surfaces 
eui|'.loyées ordinairement dans les arts , afin que dans le besoui , les 
artistes c|ui ne peuvent pais consacrer beaucoup de temps à de semblables 
reJierches , pussent les consulter avec fruit , et profiler de leurs 
résultats. 

i 3 i. Le second exemple que nous rapporterons sera pris dans l'art 
de la gravure. 

Dans la gravure les teintes des difl'érentts parties de la surface des 
objets représentés, sont exprimées par des hachures cpie l’on fait d’au- 
tant plus l'ortes ou d’autant plus rapprochées , que la teinte doit être 
plus obscure. 

Ixirstpie la distance à laquelle la gravure doit être vue est assez grande 
pour que les traits individuels de la hachure ne soient pas appcr<;.us , le 
genre de la hachure est à peu près indifïérent ; et quelque soit le contour 
de ces tr.aits , l’artiste peut toujours les Ibrcer et les iiiuUiplier , de m.T.- 
nière à obtenir la tenite*f[u’il désire et % produire l’ellet demandé. 
Mais , et c’est le cas le plus ordinaire , quand la gravure est destinée 
à être vnic d’assez près pour <pie les contours dos traits de la hachure 
solcitt apperçus , la forme de eps contours n’est plus indifférente. Pour 
chaque objet , et pour chaque partie do la surface d’nn objet , il y 
a de* contours de hachures plus propres que tous les autres , à donner 
une idée de la courbure de la surface ; ces contours particuliers sont 
toujours au iiomfire de deux , et quclqucfob les graveurs les em- 
ploient tous deux à la fois, lorsque, pour forcer plus facilement leurs 
teintes , ils cro'isent les hachures. Ces contours , dont les artistes n’ont 
encore qu’un sentiment confus, sont les projections des lignes de cour- 
bure de la surl'ace qu’ils veulent exprimer. Comme les surfaces do la 
plupart des objets ne sont pas susceptibles de définition rigoureuse , 
leurs lignes de courbure ne .sont pas de nature ’;\ être déterminées , ni 
par le calcul , ni par des constructions graphiipieS M^jis , si dans leur 
jeune âge , les artistes avoient été exercés îi rccliuichcr les lignes de 
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courbure d’un pi-Hiid noinlirn de sur/iices différentes , et suscoplildes do 
dériiiilions exactes, ils seroieiit plus sensibles à la forme de ces lignes 
et à leur position , même pour les- objets moins déterminés; ils les sai- 
•sir«>ieiit avec plus de précision , et leurs ouvrages auroient plus d’ex- 
pression. 

Nous n’insisterons pas sur cet objet qui ne présente peut-être que le 
moindre des avantages que les arts et l’iiidnsfrie retireroient de l’établis- 
sement d’jine école de géométrie descriptive dans chacun des districts 
de la République. 
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I. 

On II supposé ( n®. 4 ) que trois surfaces cylindriques à bases circu- 
laires avoient en général huit points communs. La note suivante n’a pas 
pour objet de démontrer cette proposition , mais seulement de faire com- 
prendre comment elle peut avoir lieu. 

Considérons d’abord deux surfaces cylindriques , et supposons que 
l’une ayant un diamètre sensiblement plus petit que l’autre , elles se 
pénètrent de manière que les axes se rencontrent , et fassent entre eux 
un angle beaucoup plus petit que l’angle droit. Il est évident que la 
surface dont le diamètre est le plus petit traversera l’autre de part en 
part, en faisant sur la face anterieure de celle-ci et sur sa face posté- 
rieure deux sections distinctes, semblables ettrès-alongécs. Actuellement 
supposons que la troisième surface cylindrique ait un diamètre à peu 
près moyen entre ceux des deux autres , qu'elle pénètre celle dont le ' 
diamètre est le plus grand , de manière encore rjue les deux axes se ren- 
contrent , mais sous im angle peu éloigné de l’angle droit, et qu’elle 
traverse les sections faites sur cette surface à peu près vers leurs milieux : 
il est clair que les sections qu’elle produira sur les deux faces du grand 
cylindre, étant plus larges et moins longues que celles qui sont formées 
par le petit cylindre , chacune des nouvelles sections coupera l’ancienne 
en quatre points. Ainsi il y aura quatre points communs aux trois sur- 
faces cylindriques , sur la face antérieure de celle qui a le plus grand 
diamètre, et il yen aura rjuatre sur la face postérieure; donc il y en 
aura huit. Dans certains cas particuliers , ce nombre peut être plus petit ; 
il peut être réduit à six, à quatre, à deux, et même à zéro , suivant les 
positions et les diamètres des surfaces. 
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I I. 

De la génération des surfaces , ^^atrlèmc exemple. ( Voyez n". 12.) 

Des surfaces gauches. On peut toujours les regarjer comme engen- 
drées par une droite indéfinie, qui se‘ meut de manière qu’elle s'appuie 
constamment sur trois courbes données qui la dirigent dans son niou-vc- 
ment. Si on conçoit une suite de surfaces coniques ayant leurs sommets 
sur la première des trois courbes données , et passant toutes par la 
seconde de ces courlies, les points où ces surfaces rencontrent la troi- 
sième courbe donnée déterminent les différentes jiositions de la droite 
génétratrice. Soient M E N , M' E’ N' , M" E" N" ( Pîg. bo^en perspective ) 
les trois courbes directrices données ; ayant pris sur la première courbe 
un point quelconque E , la surface conûjue qui auroit son sommet en ce 
point et qui passeroit par la seconde courbe M' E' N' , couperoit la troi- 
sième M" E"N''en un point E", ce qui détermineroit sur cette surface 
l’arète E' E". La position de cette arête seroit celle de la droite généra- 
trice , correspondante au poitifE ; on trouveroit de même la position de 



surface gauche qui jouit d’une propriété très-reinanjuablc j c’est qu’elle 
peut être engendrée par une droite de deux manières différentes. La 
première génération suit évidemment de la définition qu’on donne de la 
surface; la droite mobile s’appuie constamment sur trois droites données. 

La seconde génération se déduit de la j)remière. Que parmi toutes les 
droites qui s’appuient sur les trois droites données, on en choisisse trois 
à volonté r/'; qu’on considère ces dernières comme de nouvelles 

directrices , la droite mobile pourra s’appuyer constamment sur les trois 
droites d , d' , d'. 

Soit qu’on prenne pour directrices les trois droites données ou les 
trois droites d > d' , d'y la droite mobile dans l’un et l’autre cas engendre 
la même surface. ^ 

Il suit de cette double génération que la surface pourroit s’exécuter 
comme un tissu. Les fils de la chaîne passeroient par les directrices don- 
nées , et ceux de la trame par les droites qu’on a désignées par d , d' , d". 
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à chaque point de cette surl'ace correspoudroieut deux droites , Tune 
appartenant ù la chaîne et l’autre à la trame. 

L’équation de cette surface gauclie à double génération étant du second 
degré ( voyez l’application de l’analyse à la géométrie ) , elle ne peut être 
coupée par une droite t^u’en deu.x points ; or , dans la seconde génération , 
la droite mobile a toujours trois points commims avec cette suriace , dont 
elle peut être considérée comme un de ses élémens. 

III. 

Du plan tangent à une surface gauche. ( Suite au n". 3o. ) 

Question. Par un point donné sur une surface gauche , mener un 
plan tangent à cette surface ? 

La surface gauche est l’enveloppe de l’espace parcouru par une droite 
mobile. Soient {Jig. 5o ) M EN , AI' E' N', M"E"N"les trois courbes qui 
dirigent le mouvement de la droite; Z le point donné (i) sur la surface 
gauche ; E , E' , E" les jiolnts où l’élément de cette surface correspon- 
dant au point donné Z, rencontre les directrices ; et enfin E T , E' T', E" ï" 
les tangentes des directrices , menées par les points E , E', E". 

Qu’on con«joive la surface gauche qui auroit pour directrices les trois 
tangentes E T , E' T', E"T", et soient E E' E" , F F' F", G G' G" trois posi- 
tions quelconques de sa génératrice, il est facile de voir que cette surfaccct 
celle qui est donnée ont un élément commun E E' E" suiv.ant lequel elles 
se touchent ; en sorte que tout plan tangent à l’une touche nécessairement 
l’autre. Or pour mener par le point donné Z un plan tangent à la sur- 
face gauche qui a pour directrices les trois tangentes, il faut déterminer 
deux droites par lestjuelles ce jdaji doit passer. Mais on a vu ( addition II) 
que par chaque point Z de cette surface , on pouvoir y tracer deux droites, 
l’une E Z E" passant par les trois tangentes ET , ET', E" T", l’autre Z Y X 
s’appuyant .sur les trois élémens EE' E", F F’ F", G G' G". Donc le plan 
passant par les deux droites E Z E", Z Y X est le plan tangent à la surface 
gauche la plus générale, eu un point donné Z de cette surface. 


(i) Ij» fig. 5o est e;i [■crtpcctive. Si iput^'tnit rapporté à doux plans perpendiculaires 
entre eux comme dans les exemples qui précèdent le ii“. 3o , une seule prujtclion d’un 
point do la surface gaucUe déteroiincroit la position de ce point. 
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Cette solution suppose qu’on sache tnenur tics tangentes aux courLcs 
qui dirigent le mouvement de la droite génératrice : on verra ( para- 
graphe III ) comment on mène les t;ingentcs aux courbes lorsqu’elles ré- 
sultent de l’intersection de deux surfaces connues , ou ([u’elles sont don- 
nées parla loi du mouvement d’un point générateur. 

Ayant mené un plan tangent à une surface gauclie par nn point donné 
sur cette surface, on pourvoit proposer de résoudre le problème inverse : 
« Etant donné le plan tangent , trouver le point de contact. » La solution 
seroit une conséquence lacile de ce qui précède. 

En efiet le plan tangent à une surface gauche passe nécessairement par 
l’une des positions de la droite génératrice. Soit E E"l’élément par lequel 
le pl.in tangent donné doit passer. On prolongera ce plan jusqu’à ce qu’il 
rencontre les droites FF", GG", et qu’il les coupe chacune en un point} la 
droite, menée par les deux ])oints d’intersection , aura avec l’élément £ E" 
un point commun , qui est le point de contact demandé. 

Lorsqu’un plan touche une surface développable, le contact a lieu sur 
toute la longueur de la droite commune au plan et à la surface; mais 
lorsqu’il touche une surface gauche, le contact n’a lieu qu’en un seul 
point de la droite qid leur est commune ; en tout autre point de celte 
droite il est sécant. 
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